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Summary

As digital controllers are becoming more prevalent, the need for examining the effects of
different hold functions on the control system increases. The thesis discusses stability
analysis for different hold functions applied in digital control, with and without
considering time delays within the control system. The stability analysis was carried out
for the classical control problem of balancing an inverted pendulum with a discrete time
PD controller. The stability of the control system was examined in case of the zero-order,

first-order, second-order and for the system-matched hold functions.

In many cases the controlled plant is continuous, therefore the conversion from the digital
control signal into a continuous signal is needed for proper functioning. Hold functions
are responsible for converting the discrete-time signal into a continuous-time signal. The
most basic form of the hold function is the zero-order hold, which holds the current value
of the input signal until the next signal arrives. The n” order hold uses the past n+1
discrete data to generate the hold function. Higher order hold functions are proven to have
the ability to increase the accuracy and in some cases the stability of the control system.
The system-matched hold (SMH) is a special form of the generalized sampled data hold

function, where the hold function is determined from system dynamics.

In the first three chapters the theoretical framework of the thesis is presented including
the discussion of the necessity for hold functions in digital control systems, the method

of plant discretization in state space and the stability criteria for control systems.

In the fourth chapter the dynamic model of the inverted pendulum was constructed. Firstly
the equation of motion was derived, then the time discretization of the control system was
carried out using the matrix exponential method. As a result of the discretization the

whole control system can be analyzed in discrete time.

In chapter five the stability analysis was carried out for the control systems applying the
zero-order, first-order, second-order hold and the system-matched hold function and the
effect of time delay on stability was also investigated. The stability was presented in the
form of stability charts, which were constructed in the plane of the proportional and
derivative control gain parameters. The stability analysis showed that the application of
higher order hold functions can increase the size of the stable region in the gain

parameters plane. If there is no time delay in the system, then it was showed that for



certain control gain parameters, the stable region significantly increases, when the first-
or second-order hold is used. The hold function for the system-matched hold was also
constructed and it was shown that the stable region becomes infinite when there is no time
delay in the system. In case of the SMH hold the degrading effects of uncertainties in the
system parameters on stability was also examined. It was also showed that in all cases the

presence of time delays in the system significantly decreases the stable region.

In the last chapter it was shown that there is a critical pendulum length for a given time
delay, if the pendulum is shorter than the critical length, then it cannot be stabilized. The
critical length was calculated in case of the ZOH hold, then it was demonstrated that with
the application of higher order hold functions the critical minimal length of the pendulum

for the given time delay can be decreased.
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Bevezetés

A digitalis szabalyzo rendszerek egyre elterjedtebbek tobbek kozt a komplex szabalyozo
algoritmusok alkalmazhatdsaga miatt. Ennek hataséra a digitalis iranyitasoknal kézponti
szerepet jatszo tartoszervek vizsgalata is fontossa valik. Szakdolgozatomban a
legéltalanosabban hasznalt nulladrendli tart6t hasonlitom 0Ossze magasabb rendl
tartoszervekkel és a rendszerhez illesztett tartoval stabilitds szempontbo6l a forditott inga
egyensulyozasanak problémajan keresztiil. Tovabba a digitalis hatasok miatt jelentkezd
1dokésés stabilitasra vonatkozo kdvetkezményeit vizsgalom a kiilonbozd tartoszervek

esetén.

A digitalis irdnyitasi rendszerek folytonos és diszkrét jeleket is tartalmaznak, igy a
rendszer bizonyos pontjain jelkonvertalasra van sziikség. A digitalis szabalyoz6 egység
miikodése folytdn a hibajelbdl szamitott beavatkozo jelet diszkrét jelsorozatként
tovabbitja az altaldban folytonos miikodésli szabalyozandé rendszer felé. Ahhoz, hogy a
rendszer/folyamat megfelelden miikddjon folytonos beavatkozo jelre van sziikség, ezért
a szamitogép altal mintavételezési iddpillanatonként meghatarozott diszkrét jelsorozatot

tartoszervek alkalmazasaval folytonossa kell tenni.

Az elsd harom fejezetben a stabilitas vizsgalathoz sziikséges elméleti hatteret ismertetem.
Az els6 fejezetben a tartoszervek alkalmazasanak sziikségességét és a szakdolgozatban
vizsgalt tartészervek matematikai modelljeit ismertetem. A masodik fejezetben a
exponencialissal torténd diszkretizalasanak modszerét, a harmadik fejezetben a

stabilitasvizsgalathoz kapcsolodo stabilitas kritériumokat ismertetem.

A kiilonboz6 tartoszervek hatasat a stabilitasara a forditott inga PD szabalyzéval torténd
egyensulyozasanak probléméjan keresztiil hasonlitom Ossze. A vizsgalt rendszer
folytonos idejli dinamikai modellje a 4. fejezetben van levezetve. A diszkrét szabalyzo és
a folytonos rendszer hibrid rendszert alkot, igy a rendszer vizsgéalatahoz az inga folytonos
1deji dinamikai modelljének diszkretizalasara van sziikség. Szakdolgozatomban a matrix

exponencialis modszert hasznadlom a rendszer diszkrét megfeleldjének eldallitasara.

Az 5. fejezetben a forditott inga szabdlyozasanak stabilitas vizsgélatat végzem el a
kiilonb06z0 tartdoszervek esetén idokésés nélkiili, illetve idokésést tartalmazo rendszerekre.

A szabalyoz6 rendszer stabilitdsdt a két szabalyozdsi paraméter (proporcionalis és



derivativ) sikjaban felvett stabilitds térképpel szemléltetem. A stabilitastérkép a
paraméter sik azon pontjait adja meg, ahol a rendszer egyensulyi allapota aszimptotikusan

stabilis [1].

A digitalis iranyitdsi rendszerekben konnyli implementalhatosaga miatt a
legelterjedtebben alkalmazott tarté a nulladrendii tart6. A nulladrendii tart6 a beavatkozo
jelet szakaszosan allando értéken tartja a kovetkezd beavatkozd jel érkezéséig.
Kiilonb6zd tanulmanyok azt mutatjak, hogy a jelrekonstrukcié pontossaga novelhetd
magasabb rendii tartészervek alkalmazasaval. Magasabb rendii tartoszerveket esetén a
rendszer korabbi allapotainak felhasznalasaval, prediktiv moédon van meghatdrozva a
beavatkozo jel, igy a magasabb rendii tartoszervek alkalmazasa stabilabb rendszert, jobb

szabalyzast biztosithat [2][3].

Az n-ed rendil tartészerv mellett a rendszerhez illesztett tartdt (system-matched hold)
alkalmazo rendszer stabilitasat vizsgalom. A rendszerhez illesztett tart6 az altalanositott
tartoszerv (generalised sampled hold function)[4, 5, 6] egyik specialis valtozata, amelynél
a tartofiiggvény a rendszer dinamika alapjan van meghatdrozva, igy pontosabb

jelrekonstrukcidt biztosit [7].

A 6. fejezetben az id6késést tartalmazd rendszer esetén a stabilitasvesztést vizsgalom.
Adott id6késés esetén létezik egy kritikus ridhossz, amelynél a stabil tartomany
megszinik [8], rovidebb rud nem egyenstlyozhatok ki. A forditott inga nulladrendii tartot
alkalmaz6 szabdlyozasa esetén meghatarozom ¢=0.1 s késés esetén a minimalis
radhosszat és a magasabb rendli tartok esetén vizsgalom, hogy lehetséges-e ennél a

kritikus radhossznal révidebb rudat kiegyensulyozni.



1. fejezet

A tartoszerv szerepe digitalis iranyitasoknal

Digitélis iranyitasok esetén az iranyitasi szabalyok digitélis eszkzok (mikroprocesszor,
mikrokontroller) altal vannak implementadlva. Az 1970-as évektdl a szamitogépek
elterjedésével a digitalis iranyitasi rendszerek is egyre elterjedtebbé valtak. Az analdg
hardver eszk6zok szerepét egyre inkabb digitalis hardverek veszik at, igy eldtérbe
kertilnek a digitalis szabalyzo6 rendszerek. Ez kiilondsen igaz az automatikus vezérlések
¢s a jelfeldolgozas teriiletén. Ennek eredményeképp a diszkrét idejli rendszerek vizsgalata

fontossa valt.

A digitalis irdnyitasnak szamos elénye van az analdggal szemben. Ezek kozé tartozik
tobbek kozt a szabalyozas rugalmassaga (a szabalyoz6 modosithatosaga hardver elemek
cseréje nélkiil) az irdnyitasi algoritmusok varidlhatosaga (algoritmus optimalizalas

MIMO rendszereknél), a mérések érzékenységének ndvekedése.

1.1 Digitalis szabalyozasi rendszer miikodése

Digitalis szabalyzo

r—-——mm———-————_- - - —_ —_—_—_—_—_—_——_——_— 1 la]
| | l
r(t) e(t) | ek) u(k) [u(t) y(t)
Digitalis D/A Tartd | o) Akwuator —»| Folyamat |
szamitogeép SZEIv

" Szenzor/ I(
[ %‘ jelado

1-1. abra. A digitalis szabalyzokor hatasvazlata

r (t)=referencia jel u (t)=beavatkozo jel

y (t)= szabalyozott jellemz6, kimenet A/D = analog digitalis atalakito

¥ (t) = szabalyozott jellemz6 mért értéke D/A = digitalis analog atalakito

e (t)=r(t) - ¥(t) = hibajel S/H = mintavételezd és tartd egység



1.FEJEZET: A TARTOSZERV SZEREPE DIGITALIS IRANYITASOKNAL

A digitalis iranyitasi rendszerek altaldban visszacsatolt rendszerben miikodnek, a
beavatkozo jel a szenzor segitségével mért y(t) kimenet és az elérendd r(?) referencia jel
kiilonbségébdl képzett e(?) hibajel alapjan van szamitva (/-1.dbra). A visszacsatolt
szabalyozasi rendszer alkalmazasanak célja tobbek kozt a rendszer stabilizalasa,
stabilitasdnak javitasa, meghatdrozott kimenet-bemenet viselkedés elérése (model

matching) ¢és a rendszer érzékenységének novelése a zajokkal és zavarjelekkel szemben.

A digitalis irdnyitasi rendszerek legfobb kiilonbsége az analog rendszerekkel szemben,
hogy a szamitogépek miikodése folytan diszkrét idejii jelekkel dolgoznak, a
szabalyozandd folyamatok tobbsége viszont folytonos idejli, emiatt a szabalyozasi kor

bizonyos pontjain a jeleket konvertalni kell.

A bemend jelet a szabdlyz6 csak diszkrét

e(t) e(jAD
O——— idopillanatokban hasznalja fel. A folytonos e(?)
folytonos jel mintavételezett , . i
jel hibajel meghatarozott JAt idépontokban

) L ) mintavételezve van, ahol At a mintavételezési
1-2. dbra. 1dedlis mintavételezés

ido, j € Z.
A I-1. dabran szerepld iranyitdsi rendszer allanddé mintavételezési 1dot feltételez, a
rendszerben egy mintavételezési id6 van. A szamitogép valds idejli 6rajele szinkronizalja

az A/D atalakitasi, szamitasi és D/A atalakitasi folyamatokat.

Az anal6g digitalis jelatalakitas két részbdl all: mintavételezés/tartas (S/H) és kvantalas
(A/D konverter). Az idealis mintavételezd egység a folytonos jelet impulzus sorozatta
alakitja. Az A/D konverter fesziiltség (vagy aram) amplitudot alakit at a szamitogép altal
feldolgozhat6 binaris kdédba. Az atalakitas ideje alatti bemenet ingadozas altal okozott
hibak elkeriilése végett az A/D konvertalast egy mintavételezd/tartd (S/H) egység elézi

meg, amely allando értéken tartja konverter bemenetet az atalakitas ideje alatt.

y(© A y(jAt 5

I

0 At 2At 3At 4At t 0 At 2AL 3At 4AL t

1-3. abra. Folytonos jel mintavételezése



1.FEJEZET: A TARTOSZERV SZEREPE DIGITALIS IRANYITASOKNAL

A szamitogép egy iranyitasi algoritmussal feldolgozza a bemend jelsorozatot és egy Uj

diszkrét jelsorozatot bocsat ki.

Ezutan a D/A konverter az absztrakt bindris jelet a szabalyozandé folyamat/ rendszer éltal
feldolgozhatd valos fizikai mennyiséggé (példaul fesziiltség, nyomads) alakitja. A
konvertalds soran az absztrakt szamokat konkrét impulzus sorozattd alakitja a D/A
konverter, amelyet ezutan egy rekonstrukcios sziird dolgoz fel, amely extrapolaciot
hasznal az impulzusok kozti jelformélésra. A tartdszerv kimenete az aktuatoron keresztiil

van tovabbitva a szabalyozand6 folyamat felé, hogy a rendszer dinamikéjat iranyitsa [9].

1.2 A tartészervek matematikai modelljei, jelrekonstrukcio

A legtobb iranyitott folyamat analog miikddést, igy a szamitdgép altal kiadott diszkrét
jelsorozatot folytonossa kell alakitani. Erre szolgal a jeltartds, amely a diszkrét idejli u(k)
jelsorozatbol folytonos idejii u(¢) jelet allit el6. Erre tobb modszer is van, a valasztott
modszer attol fligg, hogy milyen pontossagl rekonstrukciora van sziikség és mennyire

tulmintavételezett a jel.

1.2.1 Az n-ed rendi tartoszerv

Irdnyitasi rendszerekben a legelterjedtebb jelrekonstrukcios eljaras a tartofiiggvények
alkalmazésa az egyszertiségiik ¢s konnyli megvaldsithatésaguk miatt. Az n-ed rendi tartd
szakaszos n-ed rendii polinomokat ad. Altalanossagban az n-ed rendii tartoszerv két
mintavételezési idépont kozott n-ed rendli polinom extrapoldciot alkalmaz Két
mintavételezési iddpillanat kozott a rekonstrualt jel Tt fliggvényében a kovetkezd

polinommal kozelithetd:
h(jAt 4+ 1) = ap™ + a1 T 1+... +a,T + x(jAL), ahol (1.1)

(1.2)

0<t<At j=0,1,2... At: a mintavételezési ido

A magasabb rendii tartoszervek (példaul elsérendi tartdszerv) a beavatkozo jelet a
mintavételezési idopontok kozott interpolaljak, igy gyakran jobb irdnyitast biztositanak.
A magasabb rendii tartoszervek/modszerek nagyobb pontossagot biztositanak a szdmitasi

koltség mérsékelt novekedése mellett [2].



1.FEJEZET: A TARTOSZERV SZEREPE DIGITALIS IRANYITASOKNAL

Nulladrendii tarto

A jelrekonstrukcio legegyszeriibb és legelterjedtebb formaja a nulladrendt tarto. A
nulladrendii tartd dramkdre a diszkrét jelet egy mintavételezési intervallumig tartja a
kimeneten, két mintavételezési idopont kozott a beavatkozo jel allando értéken van tartva.

A nulladrendt tartd matematikai leirasa:

h(jAt + 1) = x(jAt) jAt <1t < (j+ DAt (1.3)
x(JAt) A h(t)
]
(G-DAt jAt (G+DAt G-DAt jAt (+DAt
x(jAD) ZoH h(t)

1-4. abra. Nulladrendi tart6 (zero-order hold)

Elsorendi tarto

Az elsérendii tartd visszatartja az el6z0 ¢és a jelenlegi értéket, az el6z6 két mintavételt

felhasznalva mintavételezési intervallumonként egyenesekkel valo kozelitést alkalmaz.

Az elsérendi tartd matematikai leirdsa:

h(jAt + 1) = x(jAt) +a; T JjAt <t < (J + 1)At, (1.4)
_ h(jAD) —h(( — DAY (1.5)
4= At
X(JAt) h(t)

-

G-DAt jAt (+DAt G-DAL j/l\t (_i-lH)/\tl -

x(jAt) FOH h(t)

1-5. abra. Els6rendi tarto (first-order hold)



1.FEJEZET: A TARTOSZERV SZEREPE DIGITALIS IRANYITASOKNAL

1.2.2 Altaldnositott tartoszerv

A hagyomanyos tartdészerv helyett az altalanositott mintavételezett tartdo fliggvény
(generalized sampled-data hold function — GSHF) alkalmazasat eldszor az 1980-as

években kezdték vizsgalni (Chammas és Leondes [4], Kamamba [5]).

Az altalanositott tartoszervet alkalmazé irdnyitdsi rendszer sajatossaga, hogy a tervezési
valtozok egyike maga a tartd fliggvény, szemben a hagyomanyos moddszerekkel, ahol
csak a kompenzator valtozoi, erdsitési tényezdi. Tehat a (GSFH) tartd esetén a tartd
figgvény is tervezési paraméterré valik. Alapvetd kiilonbség a hagyomanyos

tartoszervekkel szemben, hogy a tartofliggvény a szabdlyozott rendszerhez van igazitva.

Az altalanositott tartdszerv miikodésének alapja, hogy a két mintavételezési pont kozott
a rendszer dinamikdja alapjan meghatarozott fliggvény adja a beavatkozo jelet, szemben
a hagyomanyos tartoszervekkel, ahol vagy alland6o értéken van tartva az el6zo
iddpillanatbeli beavatkoz6 jel (ZOH) vagy beavatkozd jel az eléz6 4allapotok
felhasznalasaval meghatarozott n-ed rendii polinom (FOH, SOH).

A periodikus beavatkoz6 jel az egyenld 1d6kozonként mintavételezett kimenet és a
mintavételezési iddintervallumonként érvényes folytonos F(¢) tartofiiggvény szorzatabol
adodik:

h(jAt + 1) = F(t)x(jAt) (1.6)

F(t) #1 (1.7)

ahol F(t) a tart6 fiiggvény, integralhato, korlatos fiiggvény [10].

A GSFH alkalmazasa a zart szabalyozasi kor teljesitményét jelentdsen javithatja. Emellett
altalanositott tartészerv alkalmazasaval a hagyomanyos tartészervek esetén nem

stabilizalhat6 rendszerek is stabilizalhatok [5].



2. fejezet

Dinamikus rendszerek allapottér reprezentacioja

A hagyomanyos irdnyitastechnikaval szemben, ahol a leirds a bemenet-kimenet

kapcsolaton alapul és a rendszert az atviteli fliggvény segitségével irja le, a modern

irdnyitastechnika a rendszert elsOrendii differencidlegyenletek segitségével irja le,

amelyek elsérendii vektor-matrix differencialegyenletbe rendezhetk. Allapottér leiras

esetén igy az allapotvaltozok, bemenetek vagy kimenetek szamanak novelése nem ndveli

a leir6 egyenletek komplexitasat.

Egy rendszer allapota leirhato az allapotvaltozokra adott elsérendii differencidlegyenletek

segitségével. A rendszert leirhatd elsérendi differencidlegyenletek felirhatok matrixos

formaban:

11 12 .. An Xy
i [ l ‘ 321 Ay - Agy X, | b11 blx:n ]‘ %11
dt ; ' : 1
anl Qn2 .. 4pp Xn bnl bnm Uy
A rendszer allapotegyenletének kompakt felirasa:
x = Ax + Bu
x(0)
u(t) x(t)
5 B ] 3 C
(m) (n)

ES

> D

2-1. dbra. Linearis allapottér modell hatasvazlata

Az (2.2) egyenletben hasznalt jelolések:

x € R™: a rendszert leir6 allapotvaltozok vektora
u € R": a beavatkozo jel vektora
A € R™™: rendszer matrix

B € R™": bemeneti matrix

] 2.1)

(k)

y(b)

(2.2)



2.FEJEZET: DINAMIKUS RENDSZEREK ALLAPOTTER REPREZENTACIOJA

A rendszer kimeneteinek kapcsolatat az dllapotvaltozokkal és a bemeneti jelekkel a

kimeneti egyenlet irja le.

y = Cx + Du (2.3)

A rendszer allapottér reprezentacidja a rendszerre felirt allategyenletbdl és kimeneti

egyenletbdl all.

2.1 A homogén allapotegyenletek megoldasa

(1) = AX(t) (2.4)
x(0) = x, (2.5)

A (2.4) egyenlet egy olyan LTI (Linear Time-Invariant) rendszert ir le, amelyre nem hat
rendszert6l fiiggetlen gerjesztés. Tetszéleges x(t) € R™ vektor az allapotvaltozokat

tartalmazza, A € R™" a rendszerre jellemz6 konstansokat tartalmazd matrix.
A megoldést hatvanysor formdjaban feltételezve:
x(t) = by + byt + byt? + -+ btk ... (2.6)
Az eredeti allapot egyenletbe (2.4) a feltételezett megoldas helyettesitésével:
b, + 2b,t + 3bst? + .- + kbt ...= A(by + byt + byt?+.. +bt*+..)  (2.7)

A (2.6) megoldas feltételezésével a fenti egyenletnek minden ¢ id6épillanatra teljesiilnie

kell, igy ¢ egyiitthatoinak megfeleltetésével:
1

by = EAkbO (2.8)
A (2.6) egyenletbe =0 helyettesitésével:
x(0) = b, (2.9)

gy a homogén rendszer x(r) megoldasa felirhato:

1 1
x(t) = (I + At +FAZt2 + ---+EA"t’c + ---)x(O) (2.10)



2.FEJEZET: DINAMIKUS RENDSZEREK ALLAPOTTER REPREZENTACIOJA

A fenti egyenletben szerepld kifejezés nyomén a matrix exponencialis bevezetése:

1 1 °°A’<t’<
At. _ T OA242 4 g Akpk _2_ 2.11
e .—I+At+2!At + +k!At + e = = (2.11)
k=0

A matrix exponencialis fontos szerepet jatszik a linedris rendszerek allapottér
analizisében. A homogén rendszervalasz xy(t) felirhatdo a matrix exponencialis
segitségével [11]:

xy(t) = eAtx(0) (2.12)

A matrix exponencialis masik elnevezése atviteli matrix, mivel megadja a kezdeti
allapotbodl x(0) a végallapotba x(2) vald atmenetet az (2.2)-(2.3) rendszer esetén. Az
allapot atviteli matrix minden informéciot tartalmaz a rendszer szabad mozgasairol.
Altalanos esetben a homogén allapotegyenlet megoldasa az alabbi egyenlettel adhatd

meg:
xu(t) = ®(£)x(0) (2.13)

ahol ®(t) := a rendszer allapot atviteli matrixa

Az atviteli matrix a kezdeti feltételek atalakuldsat irja le, segitségével tetszoleges kezdeti

problémara barmely idépontban megadhaté a rendszer allapotvalasza.

2.2 Az inhomogén allapotegyenlet megoldasa

Az inhomogén allapotegyenlet:
x(t) = Ax(t) + Bu(t) (2.14)

A fenti allapotegyenlet atirasaval adodik:

x(t) — Ax(t) = Bu(t) (2.15)
A fenti egyenlet mindkét oldalanak megszorzasa e ~4¢ —vel:
d
e At[x(t) — Ax(t)] = % [e7A'x(t)] = e A'Bu(t) (2.16)

A fent egyenletet t(-tol #-ig integralva az alabbi egyenlet adodik:

10



2.FEJEZET: DINAMIKUS RENDSZEREK ALLAPOTTER REPREZENTACIOJA

t

t
ft %[e‘“x(t)]dr = e AAX(t) — e A%Ax(t,) = f e AT Bu(t)dr 2.17)

0 to

A fenti egyenlet (eA?)-vel valo szorzisa és atrendezése utan [11]:

t
x(£) = eAt=t0) x(¢,) + f e AC=D By(1)dr (2.18)

to

A (2.18) kifejezés elnevezése konstans-variacids formula.

A (2.18) egyenletben megadott allapotvalasz két tagbol all. Az elsé tag az autoném
vélaszt, a homogén megoldast adja: xy(t) = eAx(0). A homogén megoldas csak az

x(0) kezdeti feltételtd] fligg. A masik tag az u(t) gerjesztésre adott valaszt irja le.

A (2.18) egyenlet kiértékelése matrix integraldst tartalmaz. Az n-ed rendl rendszer
vélasza r szaml bemenetre igy: eA® nxn —es matrix, B nxr -es matrix, u(t) rx1-es
oszlopvektor, igy e AC~DBu(t) szorzat nx1-es oszlopvektor, amely kiilon tartalmazza az

allapotvaltozokra vonatkoz6é megoldast.

A konstans-variacios formula felirhato @ atviteli matrixszal is [11]:

X(t) = P(t —to) x(0) + f:q) (t — T)Bu(t)dt (2.19)
0

2.3 Diszkrét allapotvalasz felirasa a matrix exponencialissal

A folytonos idejii 4llapot egyenlet megoldasabal (2.18) diszkrét idejli differencia egyenlet
irhato fel, amennyiben a valaszt egy [t,, to + At) intervallumon feltételezziik, ahol At a
mintavételezési idonek, iddlépésnek felel meg. Figyelembe véve, hogy az idd
diszkretizacional At id6lépés allando, az integralasi hatarok: to = j At és t = (j + 1)At,
aholjeZ. Tovabba az allapotvektorra vonatkozoan az aldbbi jelolések keriilnek

bevezetésre:
X(( + DAY) = X410 X(AL) = X; (2.20)
fgy a diszkrét idejti allapotvalasz fiiggvény alakja:
(+1)At

Xj41 = eAAt X; + f eAU+DA-T) By(T)dt (2.21)
Jj At

11



2.FEJEZET: DINAMIKUS RENDSZEREK ALLAPOTTER REPREZENTACIOJA

Feltételezve, hogy a bemenet két mintavételi idépont kozott allando, a bemeneti matrix

¢s bemeneti vektor szorzat kiemelhetd az integralbol:

u(t) = u; telty ty+ At) to:= j At (2.22)
(G+1)At .
Xjy1 = eAAt X + j- eA((J-I-l)At_T) dTBui (223)
jAt

Igy az allapot egyenlet diszkrét formajat kapjuk [12]:
Xj+1 = Aq X; + Bqu; (2.24)

Ad = eAAt és Bd = fj(itl)At eA((j+1)At_T) dTBUj (225)

A4 a diszkrét rendszer matrix
Bg: a diszkrét bemeneti matrix
fgy az (2.2, 2.3) rendszer diszkrét idejii rendszerként vizsgalhato.

Tehat a matrix exponencialis segitségével felirt inhomogén allapotvalasz alapjan, ha a
(2.18) integralt egy mintavételezési iddintervallumra vessziik, a rendszer diszkrét
megfeleldjéhez/ diszkrét allapotegyenletéhez jutunk (2.24). A diszkrét allapotegyenlet a
folytonos allapotegyenlethez (2.2) hasonloan két tagbodl all. Az elsé tag az autondm

rendszervélaszt, a masodik tag a bemenetre adott valaszt tartalmazza.

12



3. fejezet

Stabilitasvizsgalat linearis rendszerek esetén

A linedris rendszer (2.2) x, = 0 egyensulyi helyzete Lyapunov értelemben stabilis, ha
barmely e-hoz létezik o(g, ty) > 0, hogy ha ||x(ty)|| < o, akkor ||x(t)|| <€, t > ¢,

esetén.

A lineéris rendszer (2.2) x, = 0 egyensulyi helyzete aszimptotikusan stabilis, ha

1. Lyapunov értelemben stabilis

2. Létezik o'(ty), hogy ha ||x(ty)|| < o', akkor x(t)=>0 ha r>co.

3.1 Linearis folytonos ideji rendszer stabilitasvizsgalata

Linearis rendszer stabilitdsa a rendszermatrix karakterisztikus egyenletén keresztiil

vizsgalhato:
det(,1—A) =0 (3.1)

Ha A négyzetes matrix (A € R™ ™), akkor az egyenlet bal oldala a determinans kifejtése

utan egy n-ed foka polinom, amelyet karakterisztikus polinomnak neveziink.

Egy linearis folytonos allapottér modell (2.2) aszimptotikusan stabilis, ha teljesiil:
Re(A;) < 0Vi, ahol A; értékek A matrix sajatértékei. Tehat a rendszer stabilis, ha A

matrix sajatértékeinek valos része negativ.
Re(};) < 0 Vi (3.2)
3.2 Diszkrét ideji rendszerek stabilitasvizsgalata

Diszkrét idejli rendszer esetén (2.24) is a rendszer matrix sajatértékei hatarozzak meg a

rendszer stabilitasat.

A (2.4) egyenlet diszkrét rendszerre vonatkoz6 alakja:
x(k) = A¥x(0) (3.3)
x(k) = ®(k)x(0) (3.4)

Ahol A¥ = ® (k) a diszkrét allapot atviteli matrix.

13



3.FEJEZET: STABILITAS VIZSGALAT LINEARIS RENDSZEREK ESETEN

Legyen M a matrix sajatvektorait tartalmazé sorvektor, A a matrix sajatértékeit

tartalmazo matrix;

M=[m;m, ..m,] (3.5)
b0 0 bk 00
0 k
A= M2 0 cekkor Ak = 0 M2 0 (3.6)
0 0 ko 0 0 M~

fgy a diszkrét idejii atviteli métrix alakja:
@ (k) = A¥ = MA*M1 (3.7)

A rendszer aszimptotikusan stabilis, ha x(k) allapotvektor homogén valasza x(0)

tetszOleges kezdeti feltétel esetén visszatér az origodba, ha
lim x(k) = lim ®(l)x(0) = lim MAKM~1x(0) = 0 (3.8)

Az (3.8) kifejezés alapjan a (2.24) rendszer aszimptotikusan stabilis, ha a rendszer

sajatértekeinek abszolut értéke kisebb mint egy [13].

Iyl < 1 (3.9)

7

7 Re

QN

3-1. abra. Sajatértékekre vonatkozo stabilitaskritériumok
folytonos és diszkrét idejii rendszerek esetén

14



3.FEJEZET: STABILITAS VIZSGALAT LINEARIS RENDSZEREK ESETEN

3.3 Visszacsatolt szabalyozasi kor stabilitasvizsgalata:

A rendszer dinamikaja és stabilitdsa polusathelyezéssel befolyasolhatd. A linearis

rendszer (2.2) allapot visszacsatolasa esetén a beavatkozo jel:

u(t) = —Kx(t) (3.10)
,ahol K az allapot visszacsatolasi matrix. Igy az allapotegyenlet:
x = (A — BK)x(t) (3.11)

A fenti egyenlet megoldasa:
x(t) = eA~BKIx(() (3.12)

fgy a visszacsatolt rendszer stabilitasat (A-BK) matrix sajatértékei hatarozzdk meg.

> D
u(t) (1) x(0) y(®)
2B o e
(m) (1) (k)
A e
K e

3-2. abra. Visszacsatolt szabalyazasi kor allapottér
reprezentacioja

3.4 Linearisan késleltetett visszacsatolasu digitalis szabalyozasok

stabilitasa

Az iranyitott rendszerek viselkedésének leirdsaban fontos a digitalis effektusok
figyelembe vétele, mint a visszacsatolasbol adodo késés. Idokésés gyakran jelentkezik
visszacsatolt rendszerekben az informéci6 feldolgozasa, szdmitasi id6k ¢és a
rendszerelemek kozti informacidtovabbitas miatt. Az informdaciokésés sok esetben
elhanyagolhatd, de bizonyos rendszerek esetén kritikus szerepet jatszik, mivel a rendszer
viselkedésére, stabilitdsdra negativ hatdssal van (vegyipari folyamatok [14],
tiralkalmazasok [15], halozati kooperativ robot iranyitasok [16]). Emiatt érdemes az

1dokésést a mechanikai modellbe foglalni, stabilitasvizsgalatkor figyelembe venni.
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3.FEJEZET: STABILITAS VIZSGALAT LINEARIS RENDSZEREK ESETEN

A visszacsatolds késése miatt az iranyitdsi rendszert leird6 egyenlet késleltetett
differencidlegyenlet. A késleltetett differencidlegyenlet féazistere altaldban végtelen
dimenzidju, igy stabilitdsuk linedris stabilitds kritériumokkal nem vizsgalhat6, mert a

kritériumok komplikaltta valnak vagy nincs analitikus alakjuk.

Az késleltetett rendszerek stabilitas vizsgalatara alkalmas eszkoz a szemi-diszkretizacios
modszer. A modszer alapja, hogy a folytonos rendszert félig diszkrét rendszerrel kozeliti,
csak az id6késéses elemek diszkretizaltak, az idétartomanybeli tagok valtozatlanok, igy

a késleltetett differencialegyenletet kozonséges differencidlegyenletekkel kozeliti [17].

A diszkrét iranyitast folytonos rendszerek a mintavételezés ¢és nulladrendil tartd
alkalmazasa miatt is szemi-diszkretizalt jellegliek. Az igy kapott véges dimenziojua

diszkrét leképezés a szemi-diszkretizaciés mdodszerhez hasonld modellt ad.

A késleltetett differencialegyenletekre vonatkozo Floquet-elmélet értelmében a rendszer
stabilitisat a rendszer monodromia operatoranak nem zérus sajatértékei, a
karakterisztikus multiplikatorok hatarozzdk meg. A rendszer akkor stabil, ha a

sajatértekek a komplex sik egységkorén beliil helyezkednek el [18].

A végtelen fazistér végtelen szamu gyokot jelent, véges szamu iranyitasi paraméterrel
iranyitva. A polusathelyezésese stabilizalds igy nem alkalmazhatdé ezen rendszerek
esetén. A késleltetett rendszerek stabilizdlasanak hatékony modszere a varakozas és
beavatkozas modszerrel torténhet. A mddszer 1ényege, hogy a szabalyzo6 az idékésésnél
nagyobb periodusonként van ki-be kapcsolva. Az igy adodd rendszer mar véges
dimenzids, véges szamu gyokkel rendelkezik, tehat véges szamu gyokot kell kezelni. A
kapcsolas hatasara az idokéséses visszacsatolt tag adott rw varakozasi idore ki van

kapcsolva, adott ta beavatkozasi idére be van kapcsolva [19].
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4. fejezet
A vizsgalt rendszer dinamikai modellje

4.1 A vizsgalt rendszer mozgasegyenlete

¥ A ridegyenstlyozéas mechanikai modellje egy fizikai ingat
tartalmaz, amely modell egy vizszintes tengelyli csuklo
koriil fiiggdleges sikban elfordulni képes radbol all. A
forditott inga tomegkdzéppontja a befogas felett talalhato,
igy a forditott inga Onmagaban instabil, stabilizalasara

beavatkozo erdre van sziikség (F).

A vizsgalt forditott inga modell két szabadsagi fokkal

rendelkezik. A szabadsagi fokoknak megfelelden valasztott
4-1. abra. A forditott inga

o . altalanos koordinatak a vizszintes elmozdulast leird x és a
mechanikai modellje

fliggbleges helyzettdl valo szogkitérést leird ¢ koordinatak.

Az inga kitérésének szabalyozashoz ¢ és ¢ értékek vannak visszacsatolva.
A mechanikai modellben hasznalt valtozok jelolésérol:

g  gravitacids gyorsulas
m arud tomege
0

a rud tehetetlenségi nyomatéka

~

rad hossza
az inga szogkitérése fliggdlege helyzettol
az inga szoggyorsulasa

x  azinga sulypontjanak vizszintes elmozdulasa

A Lagrange-egyenletek segitségével a rendszer elemeinek energia tartalma alapjan
eldallithatok a rendszer viselkedését leird differencidlegyenletek. A mésodfaju Lagrange

egyenletek altalanos alakja n szabadséagi fokt rendszer esetén:

d T 0T N daD N au
dtoqx 0dqr 0qx 0qx

= Qk(t), aholk=1..n, nez 4.1)
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4. FEJEZET: A VIZSGALT RENDSZER DINAMIKAI MODELLJE

A mozgasegyenlet felirasdhoz sziikséges kiegészitd szamitasok:

X 0]
q:[(;c)] vA:[()l w = 0. 4.2)
0 —¢
. . Kk C 1
i (1) g) X+ ¢ Ecos((p)]
VS:VA+(1)XI'AS: 0+ ¢ = l | (43)
L L — =sin(g)
01 |5sin(@) 5cos(p) 0 2 SIe
2 2 0

A kinetikus energia €s a potencialis energia szamitasa a rendszerre:

1 1
T = Emvs2 + EG(»Z = (4.4)
= 2 + L cos) + P cos? ) + o sin(e) + 3 (S miz )2
—zm(x X ¢ cos( 4cp cos“ (@ 4(p sin(@ > 12m )P
1
U=mg Ecos(go) (4.5)
Az éltalanositott erd felirasdhoz a rendszer teljesitmények szamitasa:
X
P=Fvy=[F 0 0][Ol=F9'C=Q1"Z1+Q2"Z2=Qq (4.6)
0

fgy a valasztott altalanos koordinataknak megfelel altalanos erék felirhatok.

. 0
Q:=F@®) Q=0 Q=[] (4.7)
fgy a masodfaju Lagrange egyenletek felirhatok a rendszerre:
d 6?" oT + ﬂ = Q1 (4.8)
dtdp de OJ@

dor_or ov_ 4.9)

Gox ox tox ¢
A részszamitasok elvégzése utdn a kapott kifejezéseket a Lagrange-egyenletbe

helyettesitve az alabbi nemlinearis mozgasegyenleteket kapjuk:

1 1 l
_ 2 .. _ . _ _ . —
3 mley + > ml X cos(¢) mg> sin(p) =0 (4.10)

N I . (4.11)
mi + Zmltp cos(p) 5> med sin(@) = F(¢, @)
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4. FEJEZET: A VIZSGALT RENDSZER DINAMIKAI MODELLJE

Mivel a forditott inga egyenstlyozdsnal a szoghelyzetet leird koordinata 1ényeges, az
(4.10)-(4.11) egyenleteket érdemes atrendezni kizardlag ¢ szogkitérést tartalmazo

differencidlegyenletté. A (4.11) egyenlet szorzasa és atrendezése utan adodik:
! 4.11
( Elcos(cp)) (4.11)

1 1 1 l
Smli cos(g) + ml? os? () - 7mIp? sin(@) cos(@) = 5 F(¢, @) cos(@) +1)

1 I3 I T 1, L (4.13)
Sm X cos(g) = —Zml ¢ cos* (@) +Zml ¢@° sin(@) cos(¢) +§F((p, @) cos(p)

sin(g) cos(p) = %sin(Z(p) azonossag és (4.13) kifejezés behelyettesitése (4.10)-be:

1 1 L1 o L I
<§m12 - Zrnl2 cos? (@) ) o+ §mlch2 sin(2¢) + EF((P' @) cos(p) —mg Esm(cp) =0

(4.14)
fgy a fenti egyenlet atrendezése utan a ¢ szoghelyzetre kapott mozgasegyenlet:

bcos(e) .. (4.15)

3
(4 —3cos*(9) ) + 5 ¢*sin(2¢) — 6gl sin(p) = F(,¢)

2 T ml?
A (4.15) nemlinearis mozgasegyenletet ¢p = 0 egyensulyi helyzet koriil linearizalva a kis

kitérésekre érvényes mozgasegyenlet adodik. Az ¢ = 0 egyensulyi helyzet esetén

érvényes kozelitések, figyelembe véve, hogy ¢ értéke kicsi:

sin(g) = @ cos(p) = 1 sin(2@) = 2¢ % =0 (4.16)

A (4.16) kozelitések figyelembe vételével a forditott inga linearizalt mozgasegyenletére

az alabbi egyenlet adodik:

6g 6
o O s - . 4.17
b — T sin(@) = ——F (¢, ) (4.17)

A levezetett mozgasegyenletbdl (4.17) latszik, hogy a rendszer szabad mozgasat a rad

hossza hatdrozza meg.
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4. FEJEZET: A VIZSGALT RENDSZER DINAMIKAI MODELLJE

4.2 Az alkalmazott szabalyzo

4.2.1 PID szabalyzok

A PID szabalyz6 a legelterjedtebben alkalmazott szabalyzé algoritmus, az egyszeriibb
egyhurkii szabalyozastol a bonyolultabb, hierarchikus szabdlyzasi korokben is
megtalalhat6. A ma hasznalt PID szabalyzok tobbsége digitalis, mikroprocesszor alapu,
ezaltal sok folytonos esetben nem elérhetd funkcidval rendelkeznek a szabalyzok, mint

példaul az automatikus hangolas, folytonos adaptacio.

A folytonos idejii PID szabalyzo algoritmus:

u(®) = K <e(t) + %j:e(r)dr + T, (4.18)

1

de(t)
i)

A PID szabalyz6 harom tagbol 4ll6 visszacsatolt szabalyoz6: a P tag a hibajellel aranyos,
az [ tag a hibajel integraljaval ardnyos egy bizonyos iddintervallumon, a D tag a hibajel

derivaltjaval aranyos.

Digitélis PID szabalyzo esetén az beavatkozo jel az el6z6 mintavételi beavatkoz6 jelekbdl

¢s korrekcios tényezokbdl van szamitva.

Szakdolgozatomban a stabilitas analizishez hasznalt szabalyzé a PID szabalyzok egyik

legegyszeriibb formdja a PD szabalyzo, amely P és D konstans erdsitéseket tartalmaz.

4.2.2 PD szabalyzo alkalmazasa a rendszerre

. 68 6
¢ — sin(e) = ———F(¢, ¢) (4.19)

Az inga mozgasat leird differencialegyenletben (4.19) F (¢, @) jeloli a beavatkozd er6t.
Ez a beavatkoz6 eré ember altali raidegyenstlyozasnal lehet a kar altal kifejtett er6t vagy

szabalyz6 alkalmazésa esetén a beavatkoz6 szerv altal kifejtett erdt (u(t) I-1.abra).

Analog esetben a szabalyz6 4ltal kiadott szabalyozéasi erd folytonos, minden
iddpillanatban adott. Digitélis esetben a szabalyzo erd csak a mintavételezési ido altal
meghatdrozott diszkrét idépontokban adott. Két mintavételi idépont kozott a jelet a

tartoszerv biztositja.

20



4. FEJEZET: A VIZSGALT RENDSZER DINAMIKAI MODELLJE

Diszkrét PD szabalyz6 esetén a beavatkozo jel fiiggvénye:

u(t;) = —Po(t;) — Do(t)) (4.20)

A szabalyz6 alkalmazasaval a rendszer mozgasegyenlete:

6 6
3 - o) = ——(Po(t) + Do(1) @21)

A (4.23) egyenlet altal leirt rendszert folytonos és diszkrét idejii tagokat is tartalmaz, az
ilyen rendszereket hibrid rendszernek nevezziik.

A tovabbiakban a kovetkezd jelolések keriilnek alkalmazasra:

6g 6 6
2 — — = — = —_— 4.22
B? = ky = —P k= —7D (4.22)

fgy a rendszer tovabbiakban alkalmazott paraméteres mozgasegyenlete:

P() = B*o(t) = —kp@(t)) — ka(t)) (4.23)

d(t) = BPe(®) = y (4.24)
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4. FEJEZET: A VIZSGALT RENDSZER DINAMIKAI MODELLJE

4.3 A rendszer diszkretizalasa

Ahhoz, hogy az egész rendszer diszkrét idejli rendszerként modellezhetd legyen, eld kell

allitani a folytonos rendszer diszkrét idejl megfeleléjét, a folytonos idejli rendszer

crer

diszkrét idejii megfeleldjének eldallitasa soran a leird differencialegyenleteket
differenciaegyenletekké kell alakitani. A folytonos idejli rendszer diszkrét

megfeleléj ének eldallitasa a matrix exponencialis segitségével torténik, ezért sziikség van

crer

4.3.1 A rendszer allapottér reprezentacidja

A rendszer leirasa id6térben:

@) — Bo(t) = u(t) (4.25)

Allapotvaltozé vektor bevezetése:

X(t) = [ﬁgg ] (4.26)

A beavatkozo jel allapot visszacsatolasos szabalyozasi kor esetén:
u(t) = Kx(t) (4.27)

Ahol K a visszacsatolas erdsiteti matrix, a proporcionalis €s derivativ erdsitési tényezoket

tartalmaz6 matrix, tartdszervtdl figgden valtozik.

fgy a rendszer allapotteres felirasa az (2.2) egyenlet alapjan:

x(t) = $8] [Bz 0] cpgg [ ]kx) (4.28)
A:[gz (1)] B=[(1)] (4.29)

Mivel a szabalyozas digitalis, u(t) beavatkozoé jel (4.29), diszkrét id6pillanatokra van

meghatdrozva sziikség van a diszkretizalt id6 bevezetésére:

tj = jAt, ahol At a mintavételezési ido. (4.30)
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4. FEJEZET: A VIZSGALT RENDSZER DINAMIKAI MODELLJE

fgy a PD szabalyz6 esetén nulladrendii tartot alkalmazé rendszer esetén a beavatkozo jel

fiiggvénye idOkésés nélkiil:
U = —kp@; — ka ¢, (4.31)
4.3.2 A rendszer allapotvalaszanak felirasa

Az adott rendszer allapotvalasza felirhatdé a matrix exponencidlis segitségével, a

konstans-variacios formulaval (2.18).

Az adott rendszer (4.28) allapotvalaszanak felirdsa matrix exponencidlis formdban.

t
x(t) = eAlt=t0) x(¢,) +f e A=1) Bu(t)dr (4.32)

to
Az (4.32) egyenlet diszkretizalhato, ha a valaszt t,-tol t, + At idOtartamon szamitjuk,

ahol At a konstans diszkrét id3lépés/mintavételezési id. gy a (2.23) mintajara a rendszer

(4.28) diszkrét felirasdhoz jutunk és igy a rendszer stabilitasa diszkrét idében vizsgalhato.

At

x(At) = eAM x(0) + f e A=) Bu(7)dr (4.33)
0
Xj+1 = Ag X; + Bqu; (4.34)

A folytonos idejii rendszer diszkrét ideju leképezéséhez sziikség van a rendszer matrix

exponencialisanak felirasara.

A matrix exponencialis a rendszer matrixbol szdmithato:
A= [ 0 1 ] (4.35)

A rendszerre vonatkoz6 matrix exponencidlis felirdsa:

ooAktk 1 0 0 1 Bz 0 tZ 0 [32 t3
At. _ — _ i
¢ '_; k! _[0 1 +[Bz O]H[o B2 2!+[B4 0]3!+""
t? t* t3 t°
| 1+ 62§+ B4$+... +BZ§+ B4§+...]
_ 2 ! ! ", (4.36)
2 4-t 6t 2t 4-t
Bt+B§+Ba+... +B E Bﬁ-}_
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4. FEJEZET: A VIZSGALT RENDSZER DINAMIKAI MODELLJE

A fenti kifejezésen beliil a hiperbolikus szinusz és hiperbolikus koszinusz fliggvények

Taylor sorai kiemelhetok:

2, y2ntl I 43
= —_— = . 7
sh(x) Z 2n+ 1)! ch(x) Z 2n)! )
n=0 n=0
fgy a rendszer matrix exponencialisanak alakja:
h ! h
eAt — c (Bt) ES (Bt) (438)

Bsh(Bt)  ch(Bt)

A matrix exponencialis segitségével a rendszer allapotvalasza mar szamithat6 kiillonb6zo
beavatkozé jelek esetén. Igy az allapotvilaszt egy mintavételezési id6intervallumra
feltételezve a folytonos rendszer diszkrét megfeleldje felirhato. Ezaltal a rendszer modell

mar nem hibrid, a szabalyozasi rendszer stabilitasa diszkrét rendszerként vizsgéalhato
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5. fejezet

A rendszer stabilitas vizsgalata

A rendszer stabilitasat nulladrendii, elsorendii, masodrendii és rendszerhez illesztett
tartoszervek esetén vizsgalom diszkrét idében idOkésés nélkiili, illetve idokéséses

esetben.

A rendszer diszkrét idejii differencia egyenlete minden esetben a folytonos rendszer
inhomogén allapotvalaszanak diszkrét felirdsabol van levezetve a konstans-variacios
formula segitségével. Ezt kovetden a rendszer aszimptotikus stabilitdsa a diszkrét
rendszer atviteli matrixdnak sajatértékeire vonatkozd feltétel (3.9) alapjdn van

meghatarozva a kiilonboz6 erdsitési tényezokre.

A vizsgalt rendszer adatai:

6
l:=2m B2 = Tg = 29.44 At =0.1s (5.1

A kiilonboz0 tartdszervek esetén a beavatkozo6 erd valtozik. Nulladrendi tartoszerv esetén
két mintavételi idépont kozott a beavatkozo jel konstans, elsdrendii tartdszerv esetén két
mintavételi idépont kozott u(t)fiiggvény (4.27) linearis, masodrendii tartd esetén
masodfokt parabola. Rendszerhez illesztett tartd esetén a beavatkozé jelet a rendszer

dinamikdja alapjan meghatarozott tart6 fiiggvény adja.

A tartészervek Osszehasonlitdsan tul az id6késés hatasat is vizsgdlom a rendszer
stabilitasdra a kiilonbozd tartok esetén. IdOkésés gyakran jelentkezik szabalyozési

problémaknal és instabilitashoz vezethet [3.4 fejezet], ezért fontos a modellbe foglalni.

Id6késés nélkiili esetben a rendszer késése a mintavételi iddpontok kdzott 0 és At kdzott

linearisan valtozik.
késés

0 At At 3At t

5-1. abra. A rendszer késése 1dOkésés nélkiili rendszer esetén

(t) — B*e(t) = u(t)) (5.2)
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A visszacsatolasos szabalyozas a mintavételezés miatt késést visz a rendszerbe. Az
informacio terjedés €s a szamitasi idok miatt fellépd idOkésés egy At mintavételezési

idének megfeleld nagysdgunak van modellezve.

fgy a modellezett idokéséses rendszerek esetén az idSkésés két mintavételezési
idopillanat kozott igy At és 2At kozott valtozik, az atlagos idokésés igy 1,5 At. Az
idokésés konstans, a mintavételezési idével megegyezden T = At van modellezve [20].

késés
2At

Atq

0 At 2At 3At t

5-2. abra. Mintavételezés hatasa mint idofiiggo késés
(1) — Bo(®) = u(t; — 1) (5.3)

A kovetkezd szakaszokban kiilonbozd tartoszervek hatdsat vizsgalom a stabilitasra a
szabalyozasi erdsitési paraméterek fliggvényében. A stabil tartomany minden esetben a

nulladrendii szabalyozasi paraméterek (kyq, kqo) sikjaban van meghatarozva.

Nulladrendti tart6 esetén a szabalyozasi paraméterek (kpo, kgo) altal meghatarozott stabil
tartomany megjelenithetd a szabalyozasi paraméterek altal meghatarozott stabilitds
térképen. ElsOrendi tartd esetén még megjelenithetd a stabilitas tartomany valtozasa a
négy elsérendli szabdlyozasi paraméter valtoztatdsdnak hatasara két dimenzids abran.
Masodrendli tartd esetén a hat szabalyozasi paraméter miatt a stabil tartomany
valtozasanak &brazolasa bonyolultabb, a két dimenzios abrdzoldshoz az elsérendi

erdsitési tényezoket fix értékiinek veszem.

Elsoérendii és masodrendii tartok stabilitasvizsgalata esetén az elsdrendii és masodrendii

erdsitési tényezok numerikus léptetése a rendszer dinamikahoz mérten vannak valasztva.

Az 6sszehasonlithatosag érdekében a stabilitastérképek a szabalyozasi erdsitési tényezok
Iéptetésével, numerikusan vannak meghatdrozva. A stabilitdst az atviteli matrix
sajatértekeinek vizsgalataval diszkrét pontonként van meghatarozva. Az atviteli matrixot

minden esetben kiilon kell meghatarozni a beavatkoz¢ jel eltérd alakja miatt.
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5.FEJEZET: A RENDSZER STABILITASVIZSGALATA

5.1 Stabilitasvizsgalat nulladrendi tarto esetén

A (5.2) mozgasegyenlettel leirt forditott inga visszacsatolt rendszerben, nulladrendii tartd
alkalmazaséaval torténd szabalyozasa esetén a rendszer allapotvalasza (4.33) egyenlet

alapjan levezetheto.

Nulladrendii tart6 esetén két mintavételezési idépont kozott u(t) beavatkozo jel allando
(I-4. abra), igy az allapotvalasz integral tagjabol a bemeneti matrix, beavatkozo jel

szorzat kiemelhetd.

u(s) =u(t;) = u; T € [JAt, (j + 1)At) tj = jAt (5.4)

At At

e A=9) Bu(s)ds = e*2t x(0) + f e A=) dsBu; (5.5)
0

x(At) = eA x(0) + f

0

A fenti egyenlet integraljanak szamitasa amennyiben A matrix nem szingularis.

foAt e Alt=5) 4g = aAAt foAt e—As 4s = eAt[_A—le—As]ét = e AtA-I[] — oAl ]=

lsh(BAt) 1
p p?
ch(BAt) — 1 %sh(BAt)

(ch(BAD) — 1) (5.6)

fgy a vizsgalt rendszer inhomogén allapotvalasza felirhato:

At
X(AE) = e x(0) + f e A=) By(s)ds =
0

= M X(0) + e AMAL[I — e~A% By (5.7)

Az eddigiek alapjan a rendszer allapotvalasza felirhato. A rendszer allapotvalasza

matrixos alakban:

1 1
1 [ 2 — PN
[cp(At) _| ch(BaD)  gsh(par) (p(o)]+ gsh(BAD) o5 (ch(Ban) — 1)} .
. _ |
AT g shepary chcpary | PO enpar) - 1 %sh(BAt) !
(5.8)
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A tovabbiakban x; a (jAt) idSpillanatbeli, X;,1 a (j + 1)At id6pillanatbeli allapotvektort

jeldli, tovabba:
e(At):=¢@; ¢UAL):=¢; @((G+DAt):=@j @G+ DAL):=(jpy  (5.9)

fgy (5.8) egyenlet alapjan a (j+1)At idSpillanatbeli allapotvalasz fiiggvények:

)+ o) + 5.10)
?js1 = ch(BADQ() +5sh(BAG() + 57 (ch(BAL) — D (5.
@,4, = Bsh(BAOG() + ch(BADG() + %sh(gm)uj 5.11)

A visszacsatolt rendszerben a beavatkozo6 jel felirhatdo K allapot-visszacsatolasi matrix

segitségével, amely a szabalyozasi paraméter konstansokat tartalmazza (3-2. ébra).
u(t) = —Kpx(t) (5.12)

A PD szabalyzo esetén az allapot-visszacsatolasi matrix k,, proporcionalis €s kq derivativ

szabalyozasi paramétereket tartalmazza. Nulladrendli tartd esetén PD szabalyzo

proporciondlis és derivativ tagjai:
kp = kpo €skq = kgo (5.13)

Ko:= [kpo kaol (5.14)
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5.1.1 Stabilitasvizsgalat nulladrendii tarté esetén, idokésés nélkiil

Idokésés nélkiili esetben a beavatkozdé jel az adott pillanatbeli allapotvektor

felhasznalasaval van kiszamitva (5-3.abra).

y(H A

0 >1;
u(]'At*
0 At 2At 3At 4At t

5-3. abra. Nulladrendu tartd 1dokésés nélkiili esetben

Id6késés nélkiili esetben nulladrendii tart6 esetén a szabalyozasi erd:

u; = —Kox; (5.15)

Nulladrendii idékésés nélkiili visszacsatolt rendszer esetén a szabalyozasi erd felirasa:

u; = —KOXj = _[kpo kdO] |:$j:| = _pr(pj - kdO(pj (5.16)
@41 = ch(BADG() +%sh(BAt)<'p(i) + é(eh(sm -~y GID
. . T | (5.18)
bj1 = Bsh(BAOQ() + ch(BANG() + 5 sh(BAOY,

Uj = —kpo®j — Kao @ (5.19)

A szabalyz6 erd allapotvélasz fiiggvényekbe valo helyettesitésével az allapotegyenlet

diszkrét megfeleldje felirhato. Az allapotvalasz fiiggvények a behelyettesités utan:

_ Nl ey L N (5.20)
¢, = ch(BA)@()) +Esh(BAt)cp(1) +§(Ch(BAt) = D(—kpo®; = kao®))
1
@111 = BShBADQ() + ch(BADG) + 5sh(BAD) (~Kpo®; = Kao P} (5.2)
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A (5.20-5.21) egyenletek rendezésével az egyenletek matrixos forméban felirhatok:

matrixos felirdsaval a rendszer (3.4) alaku leirasahoz jutunk.
Xj41 = PX; (5.22)

[ch(par) — —(ch(BAt) ko 1sh((sAt) —é(ch(BAt) — 1) k|

B

B sh(BAt) — %sh(BAt)kpo ch(BAt) — % sh(BAL) k4,

ol = [ 4]

—_——

= @ € R¥*? (5.23)

A fenti egyenlet alapjan a rendszer @ atviteli matrixa idékésés nélkiili, nulladrendi tartd

esetén masodrendu.

A tovabbiakban a rendszer stabilitasat rendszer atviteli matrixara (5.23) vonatkozatott
feltétel alapjan vizsgdlom a szabdlyozasi paraméterek altal meghatarozott diszkrét
pontokban. A stabil tartomdny numerikus uton van meghatdrozva, a szabdlyozasi
paraméterek Iéptetésével. A numerikus modszer eredményei a stabil tartomany hatarat

képezd gorbék analitikus meghatarozasaval ellendrizhetd.

Stabilitastérkép abrazolasa numerikus modszerrel

Az rendszer stabilitasa az atmeneti matrix sajatértékeinek

LL Im
Ai szamitasaval vizsgalhatd. Diszkréti idejli LTI rendszer
stabilitdsanak feltétele, hogy a rendszer sajatértékei, a
1 karakterisztikus multiplikatorok az egységkoron beliil
Re  helyezkedjenck el (5-4.dbra).
A rendszer ; karakterisztikus multiplikatorai az atmeneti
5.4 dbra. matrix sajatértékei, az alabbi egyenlet megoldasaval

Stabilitas diszkrét rendszernél ~ Szamithatok ki:

det (LI —®) =0 (5.24)
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A rendszer stabilitdsanak valtozasa kiilonbozd kpg, kgqo nulladrendli erdsitési tényezok

alkalmazasa esetén az erdsitési tényezok sikjaban felvett stabilitas térképen abrazolhato.

Az er0sitési tényezok adott numerikus 1épéskozzel vald 1éptetésével, az erdsitési
tényezOket az atviteli matrixba (5.23) helyettesitve a rendszer stabilitas a diszkrét

rendszerre vonatkoztatott stabilitas feltétel (3.9) alapjan pontonként vizsgalhato.

Az igy kapott stabil pontokat az erdsitési tényezdk altal meghatdrozott sikban dbrazolva

a stabil tartomany kozelitéleg meghatarozhato.

A stabil tartoméanyt a fentiek alapjan MATLAB-ban, két egymasba agyazott cikluson
keresztiil, ky,q €s kgo léptetésével hataroztam meg. A (3.9) feltétel alapjan az erdsitési
tényezd parokra ott adodik stabil pont, ahol atviteli matrix maximalis abszolut értékii

sajatértéke egynél kisebb.

A stabilitast ko, kqo pontparokban vizsgalva, k( iranyban 10 egység, ko iranyban 0.5

egységnyi 1épéskozokkel az igy kapott stabilitastérkép az 5-5. dbran lathato.

50\|\|||||||||||||||||

40

30

kd0

20

10

T
N | | ) . | | ) T | | I | | | I T

0
0 100 200 300 300 500
kpO

5-5. abra. Nulladrendi tartd, idokésés
nélkiili eset (5.23)
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Stabilitashatarok abrazolasa

A numerikus megoldas helyessége a stabilitashatarokat meghatarozd gorbék
abrazolasaval ellendrizhetd. A stabilitds térkép numerikus meghatarozasa a

stabilitashatarokat jelentd gorbék analitikus meghatarozasaval validalhato.

il
m i p=e®=cos(wt)H sin(ot)
ot
p=-1 p=l
Re
5-6. abra.

Stabilitashatarok meghatarozasahoz p
valtozo helyettesitési értékei

A (kpo, kqo) paramétersikon a stabilitashatirokat alkoté gérbék meghatarozhatok a
karakterisztikus polinombol, ha p karakterisztikus multiplikator helyére az 5-6. abrdanak

megfeleléen p sikbeli stabilitashataron felvett értékeit helyettesitjiik:

n=1 n=-1 n=el(@d (5.25)

A rendszer sajatértékei az atmeneti matrix karakterisztikus polinomjabol hatarozhatok

meg. A diszkrét rendszer karakterisztikus polinomjanak felirasa:

det (ul — @) = 12 + u(sh(BAt)kdO — 2¢h(BAD) +ﬁ—12(ch(3m:) _ 1)kp0> + ch?(BAD) +
—sh?(BAt) — %sh(BAt)ch(BAt)kdo + %sh(BAt)(ch(BAt) — Dkyo +
—%ch(BAt)(ch(BAt) — kg + %shz(BAt)kpo —0 (5.26)

Az (5.25) helyettesitések elvégzése utan stabilitashatarokat alkotd gorbék felvehetdk a

(kpo, kqo) paramétersikon a (5.23)-ban adott rendszerre.
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1. pu =1 helyettesités esetén:

<é (ch(BAt) — 1) — éch(BAt)(ch(BAt) -1+ éshz(BAt)) kpo + 0kgo
=2 — 2ch(BAL) - kyo = B? = 29.43 (5.27)

2. p = —1 helyettesités esetén:

(—ih(g&)) kao + 0k,o = —2 — 2ch(BAL)

B
1+ch(BAt)
kao = sl?(—BAt) B =20.49 (5.28)
3. u = e®f helyettesités esetén: (5.29)

A karakterisztikus multiplikator az egységkdr altal meghatarozott stabilitas hatargdrbén

helyezkedik el.

Az Euler formula szerinti p = et = cos(wt) +isin(wt) helyettesités esetén a
karakterisztikus polinom valés és képzetes tagjainak szétvalasztasa utdna a valds €s

képzetes tagbol képzett kifejezésekre (5.26) egyenldség kiilon vizsgalhato.

Re{det (LI —A)} =0 (5.30)
Im{det (ul —A)} =0 (5.31)

A két egyenletbdl kifejezhetd (wt) fliggvényében a két szabalyozasi paraméter a vizsgalt
rendszerre:

kao(w) = 224.59 — 195.16 cos(w) (5.32)

kpo (w) = 10.962 — 9.523 cos(w) (5.33)

A o korfrekvencia valtoztatasa az egységkoron vald szogfordulasnak felel meg, igy w
léptetése esetén kyo(w) és kyo(w) pontparok abrazolasaval az egységkornek megfeleld

stabilitashatar adodik.
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kd0

20—""""'/_
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kdo 10. :* ""0" E
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I A R A S A

0. 100. 200. 300. 400.

kpo
5-7. abra.

ZOH, id6késés nélkiili eset, stabilitashatar p = e'°t esetén

Az 5-7.dbran a harmadik helyettesitéssel (5.29) w léptetésébdl adddd kpo(w) és

k 40 (w)pontparok vannak abrazolva.

50 i T T T LI B N I B | B — — T T T T ] 50 C T T == T T
40 f { 40. - ]

I 1 L]
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L 1=

: I
20 N ;;: ] 20. i =
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i l 1 1 1 1 | 1 1 1 1 | 1 1 1 1 ] 0 L i i i i 1 i i i L A i i | i i i 1 L A § z L
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5-8: abra. 5-9.abra.
Stabilitastérkép numerikusan Stabilitasgdrbék analitikus meghatarozas utan

(5.23 matrix sajatértékei alapjan)
Az 5-9. abran a (5.27), (5.28) hatarolo egyenesek és a (5.32) és (5.33) egyenletekbdl

képzett pontparok altal meghatarozott hatarolo egyenes vannak abrazolva.

Az 5-8. dabran a numerikus moddszerrel kapott stabilitastérkép lathato, az 5-9. dbran az
analitikus megoldassal kapott stabilitashatarok vannak abrazolva. Lathatd, hogy a

kiilonbozé modszerekkel meghatarozott stabilitds tartomanyok megegyeznek.
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5.1.2 Stabilitasvizsgalat nulladrendii tarto esetén, idékésleltetett rendszer

Ha a rendszer At idokésést tartalmaz, a beavatkozod jel az egy mintavételezési idovel

koréabbi allapottal van kiszdmitva.

(5.34)
0 At I2A1 IRA( I4Al Vt
5-10. dbra. nulladrendi tartd idOkésést tartalmazo rendszer esetén
Ahol x;_; a t=(j — 1)At id6pillanatbeli allapotvektor. (j € Z).
o((G— DAt )=, GG —DAt):=¢j (5.35)
fgy a szabalyzo erd alakja:
w = —Koxj_y = —[kpo  Kao] [3:] = —Kkpo®j-1 — kao®j-1 (5.36)

Az (5.10), (5.11) és (5.36) egyenletek alapjan a diszkrét allapotvalasz idOkésést

tartalmazo, elsérendi tartot alkalmazo rendszer esetén matrixos formaban:

Xe1 = P (5.37)
1 1
s | D®  Fh® en® -1
o 1 .
z(fjjﬂl Bsh(B) ch(B) Esh(g) ;le (5.38)
—Kpo — kao 0
=P eR™ (5.39)
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Stabilitastérkép abrazolasa numerikus modszerrel

A kesés nelkiili esethez hasonloan (kpg,kqo) paramétersikon a stabilitastérkép
abrazolhato, ha adott 1épéskozzel, paraméter paronként vizsgaljuk a stabilitast. Két
egymasba agyazott cikluson keresztiil, ko €s kg l€ptetesével, az erlsitési tényezok
atviteli matrixba (5.39) valo helyettesitésével a stabil rendszert ado paraméter parok (3.9)
feltétel alapjan meghatarozhatok. Az igy kapott stabil paraméter parokbodl a stabilitas
térkép abrazolhat6. A numerikus 1éptetés mindkét erdsitési tényezd esetén 0,25 egység

nagysagu. Az igy kapott stabilitastérkép az 5-12. abran lathato.

Stabilitashatarok abrazolasa

Az 1dOkésés nélkiili esethez hasonloan a stabil tartomdnyt hatarold gorbék
meghatdrozhatok, ha a karakterisztikus polinomban p karakteriszitkus multiplikator

helyére a p sik stabilitashataran felvett értékeit helyettesitjiik (5-6.abra).

Az 1d6késés nulladrendil tartdét tartalmazd rendszer diszkrét atmeneti matrixanak

karakterisztikus polinomja:

det (uI — ®) = ® — 2ch(B)p2 + u(1 + %sh(B)kdo +%(ch(6) - 1)kp0) - %sh(ﬁ) +
+%(ch([3) — Dkyo =0 (5.40)
1. u =1 helyettesités esetén a vizsgalt rendszerre szamitva:
2 —2ch(B) + Zé(ch(ﬁ) — Dkpo =0 - kyo = B* =29.43 (5.41)

2. p=el® = cos(wt) +isin(wt) helyettesités esetén a stabilitasgdrbe a kpo(w) és

kqo(w) pontparokbél abrazolhatd, ha e'®t vektort az egységkdr mentén forgatjuk w

1éptetésével.

Az iddkésés nélkiili esethez hasonldan a karakterisztikus polinombdl a valds és képzetes
tagok szétvalasztasaval kapott egyenletekbdl (5.30, 5.31) kifejezethetdk a nulladrendii

erdsitési tényezok a korfrekvencia fiiggvényében.

kpo(w) = —419.769 + 644.37cos(w) — 195.16c0s*(w) + 195.16sin*(w)  (5.42)

kgo(w) = 1.437 + 12.399cos(w) — 9.5257cos?(w) + 9.5257sin?(w) (5.43)
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Az (5.42) és (5.43) egyenletekbdl kyo(w)és kgo(w) pontparok képezhetdk w

korfrekvencia Iéptetésével, amelyeket a (kpo, kqo) sikon dbrazolva a (2). stabilitashatar

kiadédik (5-11.dbra).

%

-

—

(=3

[

=
o

(=]

kpo
—~1200-1000 —800 =600 —400 —200
—5
-10
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.'.
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5-11. dbra. (5.40) determinansba u = el helyettesités esetén adodo stabilitas hatargorbe

14 LI I O

12

10

kd0

prvvvren by by B e

20 25 30 35 40
kpO

5-12.abra. ZOH, id6késést tartalmazo
rendszer (5.38) numerikusan meghatarozott
stabilitastérképe (5.36) matrix sajatértékei
alapjan

12.F 1

10 |

kdo

0. e eq o momm o opally ¢ % o Gmiw g, g
20, 25: 30. 35. 40.
kp0

5-13. abra. ZOH, id6késést tartalmazd rendszer
(5.38) esetén hatarolo gorbék abrazolasa
analitikus meghatarozas utan

A 5-13. abran az (5.41) hatarold egyenes ¢€s az (5.42) és (5.43) egyenletekbdl képzett

pontparok altal meghatarozott stabilitasgérbe vannak abrazolva. A 5-12. és 5-13. abrakon

lathatd, hogy a két kiilonbozé moddszerrel meghatarozott stabilitds tartomanyok

megegyeznek.
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5-14. abra. ZOH, 1d6késés nélkiili rendszer

(5.23) stabilitas térképe
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5-15. abra. ZOH, id6késéses rendszer (5.38)
stabilitas térképe

A 5-14. es 5-15. abrakon az 1dokésés nélkiili és az idokéses nulladrendi tartot alkalmazo

rendszer numerikus Gton meghatarozott stabilitas térképe lathatd. Lathato, hogy At =0. Is

1d6késés hatasara a stabil tartomany jelentésen lecsokken. A stabil tartomanyok mindkét

esetben azonos numerikus lepéskozokkel voltak meghatarozva, ko iranyban 1, kg

iranyban 0.5 a numerikus 1épéskoz.

gy id6késés nélkiili esetben 7239 stabil pont adddott, idékésés esetben 105, azonos

felbontast alkalmazva (kpo, kq0) sikon.
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5.2 Stabilitas vizsgalat elsorendii tarto esetén

Els6 rendii tartd esetén a beavatkozo jel linedrisan valtozik két mintavételi idopont kdzott
(I-5. abra). Visszacsatolt szabalyozas esetén elsdrendi tartdt alkalmazva a beavatkozé

jel altalanos alakja a visszacsatoldsi matrixokkal megadva:

u(t) = Kox(¢) + Kyx(t)t = (Ko + K1)x(¢) (5.44)

A fenti kifejezésben Ky és Ky matrixok a szabalyozasi konstansokat tartalmazzak. Kg a

nulladrendii, K4 az elsérendli szabalyozasi paramétereket tartalmazo matrix.
Ko: = [kpo  Kao] (5.45)

Kl: = [kpl kdl] (546)

A rendszer allapottér leirdsa megadhato (4.28) és (5.44) egyenletek alapjan:

x(t) = Ax(t) + Bu(t) x(t) = [$Eg ] telt, tjv1) (5.47)
x(t) = Ax(t) + BKox(t) + BK t x(t) (5.48)

5.2.1 Stabilitasvizsgalat elsorendii tarto esetén, idokésés nélkiili eset

Elsérendii tarto esetén a késés nélkiili allapotvélasz:

t
x(t) = e x(ty) + f e A=) (BKgx(t,) + BKysx(ty)) ds (5.49)
0

A rendszer diszkretizalhatd, ha az integralasi intervallum a mintavételezési idonek

megfelelden van valasztva:

At At
X1 = M x; + eAtf e A%ds BK,x; + eAtf e s ds BKyx;  (5.50)
0 0

Mivel a rendszerben nincs idOkésés, a beavatkozd jel az adott pillanatbeli
allapotvektorbol van kiszdmitva. A rendszer diszkrét atviteli matrixa a rendszer diszkrét

allapotvalaszabol (5.50) kifejezhetd:

At

At
Xj41 = (eAAt + eAtf e ASds BK, + eAtj
0 0

- —
-~

e ASsds BK1> X; (3.51)

®de ]szz
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A stabilitasvizsgalathoz az fenti egyenletbeli integralok szamitasa sziikséges. Az (5.6)

egyenlet alapjan:

At
eAtf e Asds = eAt[_A—le—As]ét — eAtA—l(I _ e—AAt) (5.52)
0

A (5.51) kifejezés masodik integral tagja parcialis integralassal meghatarozhato:

At

At
eAtj e Ass ds = eAt ([—A‘le‘Ass]ét —f —A‘le_ASds> =
0 0

— oAt (—A‘le‘AAtAt +A 21— e“‘“)) (5.52)

Az (5.6), (5.51), (5.52) egyenletek felhasznalasaval a diszkrét atviteli matrix felirhato:

P = eAAt + eAAtA—l(I _ e—AAt)BKO + eAAt(A—Z (I _ e—AAt) _ A—le—AAtAt)BKl (553)

A stabilitastérkép meghatarozasa

Az (5.48) rendszer aszimptotikus stabilitadsanak feltétele, hogy az atmeneti matrix
karakterisztikus polinomjanak gyokei, a karakterisztikus multiplikatorok az egységkdron

beliil helyezkedjenek el.

A rendszer stabilitdsa az atviteli matrix alapjan kg, kpo kp1 kg1 szabalyozasi paraméterek
fliggvényében van meghatdrozva. A stabilitas térképek a nulladrendl tart6 stabilitas
vizsgélatdhoz hasonléan a nulladrendii szabalyozasi paraméterek sikjaban vannak
abrazolva (kpo, kgqo). Az 5-16. dbrdn az elsérendli szabalyozasi paraméterek kisebb

1épéskozzel, az 5-17. abran a rendszer dinamikahoz mérten vannak I1éptetve.
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5-16. abra: FOH, id6késés nélkiili rendszer stabilitastérképei kpg €s kgo, iranyban azonos

numerikus 1éptetési értékek esetén, (5.53) atviteli matrix sajatértékei alapjan

Az 5-16. abrdn a stabil tartomany alakuldsa lathaté a (kg kqo,) paramétersikon az

elsérendii szabalyozasi paraméterek, k,q €s kqq 200 egységgel pozitiv, illetve negativ

iranyba valo Iéptetése esetén. A (kpg, kqo) sikon a numerikus I€ptetés nagysaga kg

iranyban 0.5 egységnyi, k,, iranyban 10 egységnyi. A stabilitastérképek alatt az adott

felbontds melletti stabil pontok szdma van feltiintetve. Lathatd, hogy a nulladrendi

tartohoz képest a stabil tartomany novelhetd elsérendi tarto alkalmazasa esetén.
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5-17. abra. FOH, id6késés nélkiili rendszer stabilitas térképek, (5.53) sajatértékei alapjan

Az 5-17. dbrdn a stabil tartomany alakulasa lathato a (kgo, kpo) paramétersikon az

elsérendii szabalyozasi paraméterek (kqq, kpy) 2000 egységgel pozitiv, illetve negativ

iranyba vald 1éptetése esetén. A (kpo, kdO) sikon a numerikus Iéptetés nagysaga ko

iranyban 0.5, ko irdnyban 10 egységnyi. Az abrak alatt az adott numerikus Iépeskozzel

a stabil pontok szdma van feltiintetve. Lathato, hogy a proporcionalis elsérendii erdsitési

tényezd novelésének és a derivativ csokkentésének hatdsara a stabilitas tartomany

novekszik. Tovabba az is leolvashatd, hogy a rendszer érzékenyebb a derivativ elsérendii

erdsitési tényezd valtoztatasara.
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5-18. abra.FOH, idokésés nélkiili rendszer stabilitastérkép, idokésés nélkiili eset, (5.53)
sajatértékei alapjan
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A 5-18. abran lathato, hogy bizonyos elsdrendli szabalyozasi paraméter parok esetén a

stabilitas térkép jelentdsen megnd.

S0 rog e :
E :
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250 o "':".“ ;
F , ]
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5-19. abra. FOH, idokésés nélkiili rendszer stabil tartomanya,

kg1 = —900; kp; = —6300 erdsitési tényezdk esetén

Az 5-19. abran lathat6, hogy megfeleld elsérendli erdsitési tényezok alkalmazasaval a
stabil pont parokat ad6 szabalyozasi paraméterek elméletben nagyon nagy hatarok kozott

mozoghatnak.
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5.2.2 Stabilitasvizsgalat elsorendii tarté esetén, idokésleltetett rendszer
Elsérendii tartd esetén, ha a rendszer At idokésést tartalmaz a beavatkozo jel:
u; = Kox;_; + KiX;_1t = (Ko + K18)x;_4 (5.54)

Igy elsOrendii tartd esetén idokéséses rendszer esetén az allapotvalasz:

t
x(t) = eAtx(¢ty) + f e At=)(BK, + BK;5)x,_, ds (5.55)
0

A rendszer diszkretizaldsa az integralasi hatart a mintavételezési idének megfeleléen

valasztva:
At At
Xjy1 = e x; 4 et (f e A5ds BK, + f e ASs ds BK1> Xj_1 (5.56)
0 0
Ag = e (5.57)
At At
By, = et (j e A%ds BK, +] e ASsds BK1> (5.58)
0 0

fgy a diszkrét allapotvalasz:

Xjy1 = AdX]' + Bdlxj—l (559)

A fenti egyenlet alapjan a diszkrét allapotvalasz fiiggvény felirhatd matrixos forméban:

X1 = DX, (5.60)
=1 s aon
S
=de ]R4><4

Az dtmeneti matrix sajatértékein keresztiil a rendszer stabilitasvizsgalata:

det (uI—A) =0 (5.62)

A rendszer stabilitas térképe az eddigiekhez azonos modszerrel van meghatarozva.
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5-20. abra. FOH, idokésést tartalmazo rendszer stabilitas térképe, (5.61) atviteli matrix
sajtértekei alapjan
Az 5-20. abran a 0.1 s id6késést tartalmazo rendszer stabil tartomanyanak valtozasa
lathato elsOrendii tartd esetén az elsérendii szabalyozasi paraméterek pozitiv és negativ
iranyban 200 egységgel vald Iéptetésének hatasara. A stabil tartomany a (kqo, kpo)
paramétersikon van dbrazolva, ky, €s kqo paraméterek numerikus lépéskoze 0.1 egyseg.
A stabilitas térképek alatt az adott 1épéskdzhdz tartozd stabil pontok szama van
feltiintetve. Lathato, hogy a nulladrendii tartéhoz (k,q = 0, kq; = 0) képest idOkésést

tartalmazo rendszer esetén is novelheto a stabil tartomany elsérendi tarté alkalmazasaval.
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5.3 Stabilitas vizsgalat masodrendii tarto6 esetén

A rendszer stabilitasa tovabb novelhet6 masodrendi tartoszerv (second-order hold)
alkalmazasa esetén. Masodrendu tartd esetén a beavatkozo6 jel két mintavételi idépillanat

ko6zott méasodfokl parabola.

Visszacsatolt szabalyozas esetén masodrendi tartdt alkalmazva a beavatkoz6 jel altalanos

alakja a visszacsatolasi matrixokkal megadva:

u(t) = Kox(t) + Kix(t)t + Kyx()t? = (Ko + K t+K;t2)x(¢) (5.63)

A fenti kifejezésben K¢ és Kq matrixok az el6z6 szakaszhoz hasonldan a nulladrendii és
az elsérendli szabalyozédsi paramétereket tartalmazzak. K, matrix a masodrendi

szabalyozasi paramétereket tartalmazza:
Ky:=[kp2  kaz] (5.64)

A rendszer allapottér leirdsa megadhato (4.28) €s (5.55) egyenletek alapjan:

x(t) = Ax(t) + Bu(t) x(t) = [igg teltpti)  (5.65)
x(t) = Ax(t) + BKyx(t) + BK;t x(t) + BK,t2 x(t) (5.66)

5.3.1 Stabilitasvizsgalat masodrendii tart6 esetén, idokésés nélkiili eset

Id6késés nélkiili rendszerben a beavatkozo6 jel az adott pillanatbeli allapotvektorbol van

szamitva:

u; = KoX]' + K1th + KthXj = (KO + K1t+K2t2)X]' (567)

t
x(t) = eAtx(ty) + f e A=) (BKx(to) + BKysx(t,) + BK,s2x(t,)) ds (5.68)
0

A rendszer diszkretizalhatd, ha az integralasi intervallum a mintavételezési idonek

megfelelden van valasztva:

At
e ASs ds BKx; + eAtJ e A5s2 ds BK,x
0

At At

— pAAt At
Xjp1 =€ Xjte J

e Ads BKx; + e A f
0

0

(5.69)
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Az elsOrendii tartobhoz hasonldan az atviteli matrix a diszkrét dllapotvalaszbol kifejezhetd:

At At

At
Xjp1 = <eAAt + eAtf e Asds BK, + eAtf
0

e ASsds BK; + eAtf
0

e Ass? ds BK2> X;
0

® € R?*2 (5.70)

A fenti kifejezés harmadik integral tagja parcialis integralassal meghatarozhato:

At At
eAtf e—ASSZ ds = eAAt ([—A_le_ASSZ]ét _ zf
0 0

—Ale Asg (s ) =
— eAnt (_A—le—AAtAtz + 2A71(—A"le AMAL + A2(1 — e—AAt))=

= e A (QAT3(] — e ML) — DALA e AM A2 A-1pALD) (5.71)

Az (5.6), (5.52), (5.70) és (5.71) egyenletek felhasznalasaval az idékésés nélkiili,
masodrend tartot alkalmazo diszkrét idejli rendszer atviteli matrixa kifejezhetd:
b = eAAt + eAAtA—l(I _ e—AAt)BKO
+eM(AT2 (I — e7A%) — A7Te A4 A BK, (5.72)
+e AAt(ZA—S’ (I _ e—AAt) _ ZAtA—le—AAt_AtZA—le—AAt)
Az elsé és nulladrendii tartd stabilitdsvizsgalatdhoz hasonldéan a 5-21. dbrdn a

stabilitastérkeépek abrazoldsa az erdsitési tényezOk altal meghatarozott (kyo,kao)

paramétersikon felvett diszkrét pontok (3.9) feltétel alapjan torténd vizsgalataval torténik.
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5-21. abra. SOH, idokésés nélkiili rendszer stabilitas térképe, (5.72) matrix sajatértékei alapjan

Az 5-21. abran a stabil tartomany alakulasa lathato idokésés nélkiili, masodrendii tartot

alkalmaz6 rendszer esetén a masodrendii erdsitési tényezok valtoztatasanak hatasara. Az

elsérendii szabalyozasi paraméterek értéke fix (k,; = 2000, kz; = —2000). A stabilitas

térkép a (kpo,kqo) paramétersikon van abrazolva a masodrendli szabélyozasi

paraméterek (kgz, kpz) 5000 egységgel pozitiv, illetve negativ irdanyba valo Iéptetese

esetén. A (kpo, kqo) sikon a numerikus Iéptetés nagysaga ko irdnyban 0.5,k irdnyban

10 egységnyi. Az elsdrendli tartbhoz hasonléan bizonyos szabalyozasi paraméterek

alkalmazasa esetén a stabil tartomany jelentésen megnd.
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5.3.2 Stabilitasvizsgalat masodrendii tarto esetén, idokésleltetett rendszer

Elsérendii tart6 esetén a beavatkozo jel, ha a rendszer T = At id6késést tartalmaz:

u]' = KOXj—l + lej—lt = (Ko + Klt + Kth)X]’_l (573)

Igy elsOrendii tartd esetén idokéséses rendszer esetén az allapotvalasz:

t
X(t) = eAt X(to) + f eA(t—S) (BKO + BK15+K252)X]'_1 ds (574)
0

A rendszer diszkretizalhato, ha az integralasi hatart a mintavételezési idonek megfeleléen
valasztjuk:
(5.75)

At At

At
X1 = e x; + e <f e Asds BK, + f
0 0

e A%sds BK, + f

e Ass2 ds BK2> Xj_4
0

Ay = ehbt (5.76)

At At At
By, = eAt <] e Asds BK, +J- e ASs ds BK; +f
0

0 0

e Ass2 ds BK2> (5.77)

fgy a diszkrét allapotvalasz:

Xj+1 = AgX; + BaaX; 4 (5.78)

A fenti egyenlet alapjan a diszkrét allapotvalasz fiiggvény felirhatd matrixos formaban:

Xj11 = PX; (5.79)
o i P (5:80)
®de R4X4

Az atviteli matrix sajatértékein keresztiil a rendszer stabilitasvizsgalata:

det (W[ —A) = 0 (5.81)
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5-22. abra. SOH, id6késést tartalmazo rendszer stabilitas térképe, (5.80) matrix alapjan

Az 5.22. dbran a T =0.1 s idOkésést tartalmazo rendszer stabil tartomanyéanak valtozasa
lathaté mésodrendii tarté alkalmazisa esetén az elsérendii szabalyozasi paraméterek
allando értéken tartasa mellett (k,; = —200, ky; = 200) masodrendli szabalyozasi
paraméterek pozitiv és negativ iranyban 5000 egységgel valo 1éptetésének hatasara. A
stabil tartomany a (kpo,kq0) paramétersikon van dbrazolva, paraméterek numerikus
1épéskoze 0.1 egység. A stabilitas térképek alatt az adott 1épéskozhodz tartozod stabil
pontok szdma van feltlintetve. Lathato, hogy az elsérendl tartohoz képest a stabil

tartomany novelheté méasodrendii tarté alkalmazasa esetén id6késéses esetben is.
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5.4 Stabilitas vizsgalat rendszerhez illesztett tarto esetén

A rendszerhez illesztett tartd (system-matched hold - SMH) az altalanositott tartoszerv
egy specialis valtozata. A rendszerhez illesztett tarté miikddésének alapja, hogy a két
mintavételezési pont kdzott a rendszer dinamikaja alapjan meghatarozott tartd fliggvény
adja a beavatkozoé jelet, szemben a hagyomanyos tartoszervekkel, ahol vagy allando
értéken van tartva az el6z0 iddpillanatbeli beavatkozo jel (ZOH) vagy az el6z6 allapotok

felhasznalasaval meghatarozott n-ed rendii polinom a beavatkozé jel (FOH, SOH) [7].

Tehat az altalanositott tartoszervet alkalmazo irdnyitasi rendszer sajatossaga, hogy a
tervezési valtozok egyike maga a tart6 fliggvény, szemben a hagyomanyos modszerekkel,

ahol csak a kompenzator valtozdi, pl. az erdsitési tényezok allithatok.
Nulladrendii és elsérendii tarto esetén a beavatkozo jel:
u(t) = Kx; (5.82)

u(t) = (Ko + Kyt)x; (5.83)

Rendszerhez illesztett tart6 esetén a beavatkozo jel:
u(t) = KF(t)x; (5.84)

,ahol F(t) a tart6 fiiggvény.

x(t)4

u(t) 4

ZOH

u(t) A

SMH

5.23. abra. beavatkozo jel ZOH és SMH esetén
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5.4.1 A tarto fiiggvény meghatarozasa rendszerhez illesztett tarto esetén

Rendszerhez illesztett tartd esetén tehat a cél az, hogy a beavatkozo jelben szerepld F(t)
fliggvény olyan legyen, hogy két mintavételezési idopont kozott a tartés jelleg eltlinjon a
szabalyozasi rendszerbdl, a szabalyzo fliggvény pontosan kdvesse az allapotvektor

valtozasait.
u(t) = KF(t)x; (5.85)

u(t) = Kx(t) (5.86)

A tarto fliggvény kifejezhetd az allapotegyenlet (2.2) felirasan keresztiil:

x(t) = Ax(t) + BKF(t)x; = Ax(t) + BKx(t) (5.87)
BKF(t)x; = BKx(t) (5.88)

x(t) = F(t)x; (5.89)

x(t) = F()x; = AF(0)x; + BKF()x; (5.90)
(F() —AF(t) + BKF(t))x; =0 Vx;, X #0 (5.91)
F(t) = AF(t) + BKF(t) (5.92)

F(t) = (A + BK)F(¢t) (5.93)

Az (5.93) homogén matrix differencialegyenlet megoldasa prébafiiggvénnyel:
F(t) = eA+BKIE(() (5.94)

A fenti egyenlet alapjan a rendszerhez illesztett tarté esetén a beavatkozo jel F(t)

tartofiiggvénnyel diszkrét idejli szabalyozas esetén felirhato:

u; = KF(t)x; = KBty (5.95)
Igy a rendszerhez illesztett tartot alkalmazo szabélyozasi rendszer allapotegyenlete:

X(t) = Ax(t) + BKe@+BKy, (5.96)

Ahol K matrix a proporcionalis és derivativ erdsitési tényezoket tartalmazza:

K:=[kp kq] (5.97)
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5.4.2 Stabilitasvizsgalat idokésés nélkiili rendszer esetén

A diszkrét rendszer stabilitasa a diszkrét allapotvalasz felirdsa utan vizsgalhato.

Rendszerhez illesztett tart6 esetén a diszkrét allapotvalasz felirasa:

At

x(AF) = M x(0) + f e At=9) Bu(s)ds (5.98)
0
At
Xja1 = €M, + oA [ e MBK et BOdsx, (5.99)
0

A fenti egyenletbdl a diszkrét rendszer @ atviteli matrixa kifejezheto:

X]'+1 = (I’X]
At
Xji1 = (eA“ + eAlt j e ASBK e<A+BK>Sds> X; (5.100)
0
=@

A @ atviteli matrix sajatértékei alapjan a diszkrét rendszer stabilitdsa a matrix

sajatértékeire vonatkozo (3.9) feltétel alapjan vizsgalhato.

100 ey 400
90 Ll :
80 s ST
0r CLllLiiiii g
S oor CLlliiiiii ;
g or ciiiiiiiiiiiiil E200
40 Sl i
30 SRS g
201 CLliLiiiiii 100
10r SRS :
i J T T S Y P Y 01,,§§ e
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90100 0 100 200 300 400
kp0 kpO
5-24. dabra.

Stabil tartomany az erdsitési tényezok fliggvényében SMH-t alkalmazo (5.99) rendszer
esetén, 1dokésés nélkiili rendszer

Az 5-24. abran az 1d6késés nélkiili vizsgalt rendszer stabilitastérképe 1athato rendszerhez
illesztett tarto alkalmazasaval. A bal oldali abran 10-es 1épéskozzel 100-as skalan, a jobb
oldali 4bran 400-as skalan van dbrdzolva a stabilitds térkép. Lathato, hogy az erdsitési
tényezok sikjaban a stabil pontok negyed sikban helyezkednek el, a stabil tartomany

végtelenné valik.
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(5.99) rendszer stabilitas térképe (5.99) rendszer beallasa 0.1 rad egyensulyi
maximalis sajatértékei megjelenitésével helyzettdl valo kitérités esetén

(kg = 50,k, = 200)

Az 5-25. dbran ky, €s kg erGsitési tényezék 50 egyseggel vald leéptetésebdl adodo
stabilitastérkép lathat6. Az 5-25.abran a stabil pontok mellett az adott erdsitési
tényezOkhoz tartozo atviteli matrix maximalis abszolut értékii sajatértéke van feltlintetve.
A stabil tartomanyt jelentd negyed sik (5-24. abra) egy részének abrazolasaval lathato,
hogy a biztosabb miikddést jelentd alacsonyabb maximalis sajatértékek a proporcionalis
erositési tényezo novelése mellett a derivativ erdsitési tényezo alacsony értéken tartasaval
¢érhet6 el. Az 5-26. abran a rendszer beéllasa lathato az egyensulyi helyzettdl 0.1 rad-dal

valo kitérités esetén kq = 50, k;, = 200 erdsitési tényezok esetén.

A rendszerhez illesztett tarto osszehasonlitasa az n-ed rendi tartoszervvel

A rendszerhez illesztett tart6 esetén a beavatkozo6 jelben (5.95) szerepld exponencialis
tag Taylor-sorat kifejtve, a kapott kifejezés az n-ed rendii tartoszervekkel hasonlithato

0ssze a Taylor-sor elsé n tagjanak vizsgalataval.

u(t) = Ke(A+BK)th (5.101)
~ 1 2
Ke@+BK)t — K1 + K(A + BK)It + EK(A + BK) It? (5.102)
ZOH
FOH
SOH

,ahol I az egységmatrix.
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~ ZOH ~FOH ~ SOH
u; = KeABKt = K] (5.103)
u; = Ke(A*BR = KT + K(A + BK)It (5.104)
1
u; = Ke*BK! = KT + K(A + BK)It + EK(A + BK)?2It? (5.105)
e e : 60
5 <40 :
] =4 ]
; 20 3

0 0 . 0 |
0 50 1000 1500 0 50 1000 1500 0 500 , 1000 1500
kp kp kp

(5.114) alapjan beavatkozo (5.115) alapjan beavatkoz6 (5.116) alapjan beavatkozo
jel jel jel
5-27.abra. stabilitastérképek SMH tarto esetén a beavatkozo jel
kiilonbozo6 fokt Taylor sor kozelitésével

Az 5-27. abran a beavatkozd jel exponencialis tagjanak nulladfoku, elséfoku és
masodfokt Taylor-sorral valo kozelitése esetén adodod stabilitastérképek lathatok. A
stabilitastérképek az eddigiekhez hasonléan a kiilonbozd erdsitési tényezd parokhoz
tartozo atviteli matrix sajatértékei alapjan meghatarozott stabil pontokbdl van
meghatarozva. A numerikus lépéskoz k,, iranyban 10 egysé€g, k, iranyban 0.5 egyseg
nagysagl. Az 5-27. abran is lathatd, hogy nulladrendi Taylor kozelitéssel (5.103

beavatkozo6 jel) a nulladrendii tartoval azonos stabilitastérkép adodik (5-5. dbra).
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5.4.3 Stabilitasvizsgalat idokésést tartalmazo rendszer esetén

Rendszerhez illesztett tartd esetén, ha a rendszer At idokésést tartalmaz a beavatkozo jel:

u; = KF(t)Xj_l = Ke(A+BK)th_1 (5106)

A fenti egyenlet felhasznalasaval rendszerhez illesztett tartot alkalmazo, idokéséses
rendszer esetén a rendszer allapotvalasza felirhato:

t
x(t) = eAt x(ty) + J;) e At=)BKeA*BK)sy, | ds (5.107)

A fenti egyenlet alapjan a rendszer az eddigiekhez hasonldan diszkretizalhaté a

mintavételezési idonek megfelelden:

t
Xj 11 = eALL Xj + eAtf e—AsBKe(A+BK)S ds Xj_1 (5.108)
0

Aq = A (5.109)

t
Bds — eAAtj e—ASBKe(A+BK)S ds (5110)
0

fgy a diszkrét rendszer allapotegyenlete:
X]'+1 = AdX]' + Bdsxj—l (51 1 1)

A fenti egyenlet alapjan a diszkrét rendszer stabilitds vizsgalatdhoz sziikséges differencia

egyenlete felirhaté matrixos alakban:

Xj+1 = PX; (5.112)
=15 el (5.113)
—_——
= @ e R

A @ atviteli matrix sajatértékeinek vizsgalataval a rendszer aszimptotikus stabilitasa

meghatarozhato6 (3.9) feltétel alapjan.
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5-28. dbra. 1d6késéses, SMH-t alkalmaz6 5-29. dbra. 1dékéséses, ZOH-t alkalmazo
rendszer stabilitasa, (5.108) rendszer rendszer stabilitasa, (5.38) rendszer

Az 5-28. abran a At = 0.1 s, egy mintavételezési idonek megfeleld idokésést tartalmazo,
SMH tartot alkalmaz6 rendszer stabilitas teérkeépe lathatd ky, kg erOsitési tényezok
sikjaban. Lathatd, hogy az idokésés jelenléte a rendszerben SMH tartd esetén is a stabil
tartomany jelentds csokkenéséhez vezet. Az idokésés nélkiili esetben jellemzd végtelen

negyed sik stabil tartomany véges tartomannya sziikiilt dssze.

A nulladrendii tartbhoz képest azonban még idékéséses esetben is nagyobb az erdsitési

tényezok sikjaban felvett stabil tartomany (5-29.abra).
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5.4.4 Erzékenység paraméter bizonytalansagra

A vizsgalt szabalyozando rendszert fizikai jellemzdinek leirasra szolgalo paraméterekben
fellépd bizonytalansdg hatdsat vizsgdlom a szabalyzd rendszer stabilitdsdra idOkésés

nélkuli esetben.

A beavatkozo jelben (5.95) szerepld A rendszer matrix a rendszer paraméteres adatait
tartalmazza. A modellben hasznalt rendszert leiré paraméterek azonban altalaban nem
egyeznek meg a szabalyozand6 rendszer valds fizikai értékével, igy A matrixban
paraméter bizonytalansagok jelennek meg. A paraméter bizonytalansdgok leirasara A
matrix keriil bevezetésre. A vizsgalt forditott inga esetén a rud hosszban jelentkezd

pontatlansagot/bizonytalansagot jelenti.
u(t) = Ke(A+BK)ty, (5.114)

-l (5.115)

0 1
_ 0 1
A::[k. :[% o] (5.116)
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5-30. dbra. SMH, paraméter bizonytalansagok hatasa a stabil tartomanyra (5.98) rendszer

esetén

A 5-30. abran lathato, hogy a rud hosszban jelentkezd paraméter pontatlansagok a stabil

tartomany csokkenéséhez vezet
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5-31.abra

SMH, paraméter bizonytalansagok hatasa a stabil tartomanyra (5.98) rendszer esetén
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6. fejezet

Stabilitasvesztés adott idokésés esetén — kritikus rudhossz

Ha a rendszer nem tartalmaz idokésést, a stabil tartomany adott mintavételezési ido
alkalmazasaval a rudhossz csokkentésével sem tiinik el. Ezzel szemben, ha a rendszer
1dokésest tartalmaz, 1étezik egy olyan kritikus radhossz, amelynél kisebb rudat az adott
1dokésés esetén mar nem lehet egyensulyozni, a stabil tartomany megsziinik. Tehat nem

letezik olyan ky, €s k, er0sitési tényez0 par, amivel a rendszer stabil helyzetbe hozhato.

I=3m I=2m I=1m
Kqo Kqo Kqo
W T 14.14.-\'~
12. 12. — ] 12. - §
10. § 1 10.F 110.F :
8.1 ] 8.F 1 8.F ]
6. I 6.F 1 6.F
4.1 4.t 1 4.F
2. 2. 7 Der
0. i AP SR R T PR SR SR = 0. PSR SN S SRS O - TP (UTRPE N VU (R B
20. 30.  40. 50. 60, 20.  30. 40. 50. 60. 20.  30. 40. 50. 60.
kpg kpg kpg

6-1.abra. ZOH, stabil tartomany valtozasa hosszvaltozassal r=0.1 s id6késés esetén

A 6-1. abran a T =0.1 s idOkésést tartalmazd rendszer stabil tartomanyanak megsziinése
lathato a rud hosszanak csokkentésekor, nulladrend( tarté alkalmazasa esetén. Ez az
1dokéseés megfelel az emberi idokésésnek, amely kortol és egyéb tényezoktdl fliggden
0,1~ 0,2 s koriil van a kartdl a szemekig. A vizsgalt rendszerrel ellentétben az emberi
egyensulyozas anal6g miikodéstinek tekinthetd. Analdg esetben a kritikus id6késés (6.1)

szerint szamithato [8]:

T=\/3Ig—>l=123g20.2943 [m] (6.1)

Tehat analdg szabalyozast radegyenstulyozédsnal t =0./ s reflexkéséssel/ idokéséssel

szamolva a legrovidebb kiegyensulyozhat6 radhossz 0.2943 m.
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6.FEJEZET: STABILITASVESZTES ADOTT IDOKESES ESETEN

A vizsgalt diszkrét idejii rendszer (5.38) esetén a legrovidebb, még kiegyensulyozhatd
rad hossza a stabilitasgdrbék vizsgalataval kiszamithat6. Ha a (5.42, 5.43) pontparokbol
képzett (3.) stabilitdsgérbe nem metszi az (1.) stabilitdshatart jelenté egyenest (5.37), a

stabil tartomany eltlinik, a rad nem egyenstlyozhato ki (6-2.dbra).

6-2.abra. Kritikus radhossz szamitasa

fgy a (5.38) kifejezés derivaltjaval a kritikus ridhossz kiszamithato:

_ B*(2cos(wt) — 1)(cos(wt) — cosh(Bt))

kpo(©) = cosh(BD) — 1 ©2
%kpo(m) = —%t - B2(1 — 4 - cos(wt) + 2cosh(Bt)) Bt sin(wt) (6.3)
sinh Vi
d _
mkpo(o.oon = —10"5p?(-1.5+ cosh(O.lB))m =0 (6.4)
68
B=9.6242 - B2 =92.6259 > | = ? ~ 0.6355m (6.5)

Tehat a vizsgalt forditott inga egyenstulyozasi probléméanal a digitalis esetben a legkisebb
kiegyensulyozhat6 radhossz (6.5) a duplédjara nétt az analog esethez képest (6.1) abban

az esetben, ha egy mintavételezési idonyi késés van a rendszerben.
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6.FEJEZET: STABILITASVESZTES ADOTT IDOKESES ESETEN

1 =0.6540 m [ =0.6468 m [ =0.6398 m
129 ———— 12.9 12.9 )
S 127F 1 St ’ i St ]
12.5 12,5 12.5
89.95 90.05 90.95 91.05 91.95 92.03
kp0 kp0 kpO

6-3.dbra. stabil tartomany eltiinése =0.1 idokésés esetén radhossz csokkentésével

A 6-3.abran a kiszamolt kritikus radhossznél (0.6355 m) vizsgéltam a stabil tartomany
elttinését. Elsérendi tartd alkalmazasa esetén a stabil tartomany ndvelhetd (5.2.2 fejezet),
ezért a 0.1 s 1dokéséshez tartozd kritikus radhossznal rdvidebb rudak

egyensulyozhatdsagat is vizsgaltam.

R — e . :
1.8F = 2F
1.6 F 1 4F
=) _ o _
3 _ S _
= [ v/ i
1.4 o 6
12F . -0.8F .
......... L _1:.........|.........
151 152 153 153 154 155
kpO kpO
6-4. dbra. 6-5. abra.
Stabil tartoméany FOH tart6, /=0.44 m hosszl ~ Stabil tartomany SOH tartd, 1=0.44 m hosszu
rud, 7 =0.1 s id6késes esetén rad, T =0.1 s idékésés esetén

A 6-4. abran az elsérendii tartot alkalmazo, idokésleltetett (t =0.1 s) rendszer stabilitas
térképe van dbrazolva 0.44 m hosszu rud esetén. Az abran lathatd, hogy a nulladrendii
tartohoz tartozd | =~ 0.64 m kritikus radhosszhoz képest valdjaban lehetséges rovidebb
rud kiegyensulyozasa elsérendi tartod alkalmazasaval. Az abrarol az is leolvashato, hogy
az erdsitési tényezok csak nagyon sziik tartomanyban mozoghatnak, ami a modell és a
valds fizikai rendszer kozti lehetséges eltérések miatt problémat jelent (a valds stabilitas
térkép eltolodhat). Az 5.3.2. fejezet alapjan masodrendl tartd alkalmazéasaval a stabil
tartomany novelhetd az elsérendli tartdbhoz képest. A 0.44 m hosszu rad esetén a

masodrend tartot alkalmazo rendszer stabilitas térképét az 6-5.abra mutatja.
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6.FEJEZET: STABILITASVESZTES ADOTT IDOKESES ESETEN

1.8F .

14F

12F

0.6F
0.4
14 02
O b e e e e e i e D —
_I 1 | Il 1 | 1 1 1 | 1 1 1 1 | 1 1 Il
0 40 60 100 120
t
kpo =151.4 kpy = =500  kp, = —1000
kqo = 1.26 kq1 = 500 kaz = 1000

kpo =151.7
kdO - 135
6-6.abra.

k

p1 =

-500

kdl S 500

10 12 14

k —1000

p2 =

kg, = 1000

FOH tart6, 1=0.44 m rad, 0.1 s idékésés stabilitastérkép nulladrendi erésitési tényezok

fliggvényében és két stabil nulladrendii erdsitési tényez6 esetén a rendszer beallasa 0.1 rad

kitérités utan

A 6-6.abran a 0.44 m-es rud egyensulyi helyzetbe valé beallasa lathat6 0.1 rad kitérités

esetén. A bal oldalon &brazolt stabilitas térképeken azok a pontok vannak jelolve vilagos

sziirkével, amelyeknél a legnagyobb abszolut értékii gyok valos szam.
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6.FEJEZET: STABILITASVESZTES ADOTT IDOKESES ESETEN

=)
>
|
50
. —1000
153 1535 154 1545 155
kp0 kg = —0.4 kg, = 500 kg, = 1000
o I
= o 4 o Voo
-0.82— 7
: ] —1000
1 L Lo [T [T ]
153 1535 154 1545 155 = 1000

kp0

6-7. abra.
SOH tartd, /=0.44 mrad , 0.1 s id6késés stabilitastérkép nulladrendii erésitési tényezok

fiiggvényében és két valasztott nulladrendii erGsitési tényez6 esetén a rendszer beallasa 0.1 rad
kitérités utan

A 6-7.abran lathatd, hogy masodrendii tartd esetén a valos maximalis sajatértékii stabil

tartomany nem nott a teljes stabil tartoméannyal aranyos mértékben.
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Osszefoglalas

A szakdolgozatom keretein belill a digitalis szabalyozasoknal alkalmazott tartoszerveket
hasonlitottam 0Ossze a szabalyzo rendszer stabilitdsdnak szempontjabol. Ezen tul a
szabalyozasi rendszereknél gyakran felmeriilo €s stabilitasi problémékat okozo idokésés

hatéasat is vizsgaltam a kiilonb6z6 tartészervek esetén.

A stabilitds vizsgalatokat a forditott inga egyenstlyozasi probléméjan keresztiil
vizsgéltam. A negyedik fejezetben a forditott inga mozgasegyenlete lett levezetve az
egyensulyozas szempontjabol 1ényeges ¢ szogkitérésre. Mivel a szabalyozashoz diszkrét
PD szabalyz6t alkalmaztam az igy kapott szabalyozasi rendszer hibrid volt, ezért a
stabilitas vizsgalathoz sziikség volt a rendszer idébeli diszkretizalasara. A rendszert leird
differencidlegyenletb6l ~a  konstans-variaciés  formula egy  mintavételezési
id6intervallumra vald felirasaval adddott a szabalyozasi rendszer diszkrét megfelel6jét
leir6 differencia egyenlet. A kiilonboz6 tartdészervek a beavatkozoé jelben eltérnek, ezért

a diszkretizalast minden esetben kiilon el kellett végezni.

A numerikus megoldast nulladrendii tarto esetén idokésés nélkiili €s idokéséses esetben

is a stabilitas hatart képzo gorbék analitikus meghatarozasaval ellendriztem.

A stabilitds vizsgalat sordn a rud hosszat /=1 m hosszusagunak vettem, a mintavételezési
1dot At=0,1 s-nak. Idékésést tartalmazo rendszer esetén az idokésést egy mintavételezési

1d6ének modelleztem.

A rendszer stabilitdsat a szabalyozas erdsitési paramétereinek fiiggvényében vizsgaltam
¢s minden esetben a nulladrendi szabalyozési paraméterek sikjaban vettem fel a
stabilitastérképeket. Elsérendii tartd esetén a négy szabalyozési paraméter valtozasanak
hatdsa még abrazolhatd volt két dimenzios dbran. A masodrendii tartdo esetén mar hat
szabalyozasi erdsitési tényezOt tartalmaz, ezért az abrazolhatosag érdekében az elsérendii
erdsitési tényezOk lefixdlasaval vizsgadltam a masodrendli erdsitési tényezok

valtoztatasanak hatasat a rendszerre.

Az erdsitési tényezok fiiggvényében a stabil pontok az alapjan lettek meghatarozva, hogy
a diszkrét atviteli matrix maximalis abszolut értéki sajatértéke a komplex sikon az egység

koron beliil helyezkedik-e el.
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Az 5.2 szakasz alapjan az elsérendd tartd alkalmazasaval a stabil tartoméany novelhetd a
nulladrendii tartohoz képest. Az 5.3 szakasz alapjan masodrendii tarté alkalmazasaval a

stabil tartomany tovabb novelhetd az elsérendii tartohoz képest.

Az 5.4 szakaszban az altalanositott tartoszerv egy specidlis valtozata, a rendszerhez
illesztett tartd alkalmazasaval vizsgéaltam a forditott inga szabalyozasanak stabilitasat. A
stabilitas vizsgéalat eredményei szerint a rendszerhez illesztett tartd esetén a szabalyozasi
paraméterek sikjaban felvett stabilitastérkép negyed sik, végtelenné valik. Az 5.4.2
szakasz szerint a végtelen stabil tartomdny azonban idékésést tartalmazo rendszer esetén
lecsokken, végessé valik. Az 5.4.3 szakaszban vizsgalt paraméter bizonytalansagok is a

stabil tartomany csokkenésé¢hez vezettek.

Végiil az idOkésést tartalmazd rendszerek esetén adott idOkésés mellett a rtdhossz
csokkentése esetén fellépd stabilitasvesztést vizsgaltam. A stabilitasvizsgalatok alapjan
adott idokésés esetén a nulladrendii tartéhoz tartozé kritikus radhossz elsé €s masodrendii
tartok alkalmazasaval csokkentheto, tehat a nulladrendil tartohoz tartozé minimalis

radhossznal rovidebb rudak is kiegyensulyozhatok.

Osszességében elmondhatd, hogy a magasabb rendii tartoszervek alkalmazasa pozitiv
hatéssal volt a rendszer stabilitdsara. A beavatkoz6 jel meghatarozasahoz a rendszer
dinamikajat felhasznald rendszerhez illesztett tartdo esetén adodtak a legkedvezdbb
stabilitasi tulajdonsagok idokésés nélkiili esetben. Idokéséses esetben viszont az SMH
tarto stabil tartomanyanak végessé valasaval a két tartoszervre hasonlo stabilitas térképek

adodtak.
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Fiiggelék

F.1 Matlab kodok - stabilitasvizsgalat

F.1.1.1 n-ed rendi tarto. Idokésés nélkiili eset

5-5,5-8., 5-14., 5-16., 5-17., 5-18., 5-19., 5-21. dbrak

1 clear all

2 clc

3

4 a=29.44; t=0.1;

5

6 kp@=sym('kpo"');

7 kdo=sym('kdo"');

8 kpl=sym('kpl');

9 kdl=sym('kd1');

10 kp2=sym('kp2');

11 kd2=sym('kd2');

12

13 A=1[01; ao]

14 Ko =[-kpo,-kde]

15 K1 =[-kp1,-kd1]

16 K1 =[-kp2,-kd2]

17

18 B =[0 1]"

19

20 Ainv =inv(A);

21 Aexp =expm(A*t);

22 Amexp =expm(-A*t);

23 Ad =Aexp;

24 Bdo =Aexp*(Ainv*(eye(2)-Amexp))*B*K0;
25 Bdl =Aexp*((Ainv~2)*(eye(2)-Amexp)-Ainv*Amexp*t)*B*K1;
26 Bd2=Aexp* ((2*(Ainv~3)*(eye(2)-Amexp)..
27 - 2*t*(AinvA2)*Amexp-t~2*¥Ainv¥Amexp) *B*K2;
28 F= Ad+Bdo+Bd1+Bd2;

29 F= subs(F,kp2,-5000);

30 F= subs(F,kd2,5000)

31 F= subs(F,kpl,-500);

32 F= subs(F,kd1,500)

33 F1 =F;

34 P2 =zeros(100,2);

35

36 i=1;

37 for kpoh = 0:10:100

38 for kdéh = 0:0.5:0

39 F=subs(F,kdo,kdeh);

40 F=subs(F,kp@, kpoh);

41 F=double(F);

42 if(max(abs(eig(F)))<1)
43 P2(i,1) = kpeh;

44 P2(i,2) = kdeh;

45 i=i+1;

46 end

47 F=F1;

48 end

49 end

50 scatter(P2(:,1),P2(:,2),"'.b");
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F.1.1.2 n-ed rendi tarto. Idokéséses eset

5-12, 5-20., 5-22., 5-29., 6-3., 6-4., 6-5., 6-6., 6-7. abradk

F.1.1.szakasz 30 sor modosul: F=[Ad Bd; eye(2) zeros(2,2)]
F.1.2.1 SMH tarto6. Idokésés nélkiili eset

5-24., 5-26., 5-27., 5-30., 5-31. abrdk
F.1.1.szakaszhoz képest 6-33. sorok mddosulnak:

6 kp= sym('kp');

7 kd= sym('kd');

8

9

10 A=1[01; ao]

11 Al = [0 1; a 0]

12 K=[-kp, -kd]

13 B= [0 1]"

14

15 integrand=expm(-A*s)*B*K*expm( (A1+B*K)*s)
16

17 integral=int(integrand,s,0,t)
18 Bds=expm(A*t)*integral

19 Ad=expm(A*t)

20

21 F=expm(A*t)+expm(A*t)*integral

F.1.2.2 SMH tarto. Idokéséses eset

5-28. abra
F.1.1.szakaszhoz képest 6-33. sorok médosulnak

6 kp= sym('kp');

7 kd= sym('kd');

8

9

10 A=1[01; ao]

11 Al = [0 1; a 0]

12 K=[-kp, -kd]

13 B= [0 1]"

14

15 integrand=expm(-A*s)*B*K*expm( (A1+B*K)*s)
16

17 integral=int(integrand,s,0,t)
18 Bds=expm(A*t)*integral

19 Ad=expm(A*t)

20

21 F=[Ad Bds; eye(2) zeros(2,2)]
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F.1.3 Valés gyokok helye stabilitas térképen

6-6. és 6-7. abrdak stabilitastérképei

F.1.1.szakaszhoz képest 35-49. sorok mdédosulnak:

for kpoh = 0:0.1:50

end

for kdoh = 0:0.1:50

F=subs(F,kdo, kdoeh);
F=subs(F,kp@,kpoh);
F=double(F);
if (max(abs(eig(F)))<1)
P2b(i,1)=kpoh;
P2b(i,2)=kdenh;
i=i+1;
FEig=eig(F);
sel= FEig==real(FEig);
sel2= eig(F)==max(abs(FEig));
if (~any(sel2&sel) )
PReal(iReal, 1)=kpoh;
PReal(iReal, 2)=kdeh;
iReal=iReal+1;
end
end
F=F1;
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F.2 Szimulacio rendszer beallasara

F.2.1 n-ed rendi tartészerv, idokésés eset

6-6., 6-7. abrak

1 close all; clear all; clc;
2 a=134; t= 0.1;

3 kpo= sym('kpo"');

4 kdo= sym('kde");

5 kpl= sym('kpl');

6 kdl= sym('kd1');

7 kp2= sym('kp2');

8 kd2= sym('kd2");

9 syms s

10

11 A=1[01; ao]

12 Ke=[ -kpo, -kde]

13 K1=[-kp1, -kd1]

14 K2=[-kp2, -kd2]

15 B= [0 1]"

16

17 Ainv=inv(A);

18 Aexp=expm(A*t);

19 Amexp=expm( -A*t);

20

21 Ad=Aexp;

22 Bdo=Aexp* (Ainv*(eye(2)-Amexp)*B*K0)
23 Bd1l=Aexp*(((Ainv~2)*(eye(2)-Amexp)-Ainv*Amexp*t)*B*K1)
24 Bd2=Aexp* ((2*(Ainv~3)*(eye(2)-Amexp)-2*t*(Ainv~2)*Amexp-
25 Bd=Bdo+Bd1+Bd2

26 F=[Ad Bd; eye(2) zeros(2,2)]
27

28 kp00=153.2

29 kdoo=-0.4

30

31 F=subs (F,kp2,-1000)

32 F=subs (F,kd2,1000)

33 F=subs(F,kpl,-500)

34 F=subs (F, kd1,500)

35 F=subs(F, kpe,kpeo)

36 F=subs(F, kde,kdee)

37

38 F=double (F)

39 xk1=[0.1 0]"

40 xk2=[0.1 0]"

41 x=[xk1;xk2]

42 Pd2=[]

43 Pd2(1)=x(1)

44 Pd2(2)=x(3)

45

46 X2=X

47 for k=0:0.1:1000

48 x=F*x

49 Pd2(i)=x(1);

50 i=i+1;

51 if (k>1508&abs(x(1))<0.001 && abs(Pd2(i-10)<0.001))
52 break

53 end

54 Pk=0:0.1: (k+0.2)

55 plot(Pk,Pd2,'b")
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F.2.2 SMH tarto, idokésés nélkiili eset

5-26. abra

F.2.1.szakaszhoz képest 21-37. sorok mdédosulnak:

integrand=expm(-A*s)*B*K*expm( (A1+B*K)*s)
integral=int(integrand,s,0,t)
F=expm(A*t)+expm(A*t)*integral

F=subs(F, kpo,200)

F=subs(F,kde,50)
integrand=expm(-A*s)*B*K*expm( (A1+B*K)*s)
integral=int(integrand,s,0,t)

F=expm(A*t)+expm(A*t)*integral
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